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Typy prikladd pro 1. ¢ast pisemky ke zkousce z MA 11

Diferencialni rovnice.
Uréete obecné fesenf rovnice i’ = —y?sin® z.
~ v > ’ . Iy N 4 vz , .
Urcete fesent rovmlce y =3 spliiujici poc¢atecni podminku y(1) = 0.
Rovnici ¢y = if—gfl prevedte vhodnou transformaci na rovnici homogenni (vznik-

lou homogenni rovnici jiz neteste).

. Urcete obecné feseni Clairautovy rovnice y = xy’ + /v’

Urcete jakd substituce transformuje rovnici ' = xy + ,/y na linedrni rovnici, tuto
substituci provedte (vzniklou linedrni rovnici jiz nefeste).

. Urcete libovolné partikuldrni feseni rovnice y” + 3y’ = x.

Urcete linedarni homogenni diferencialni rovnici 2. tadu s konstantnimi koeficienty,
jejiz fundamentalni system feseni je y1 = 2%, yo = xe?®.

Urcete Feseni rovnice y” —y = 0, pro néz y(0) = 1,y/(0) = 1.

Rozhodnéte, zda dvojice y; = x, yo = xe® muze tvorit fundamentalni systém feseni
néjaké homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty.
Pokud ano, rovnici urcete, pokud ne, zduvodnéte.

Urcete kolik teseni diferencialni rovnice y” + y = 0 spliiuje pocdtecni podminku
y(0) = 0. Pokud je Feseni vice, urcete alespon 2 ruzna.

V jakém tvaru lze hledat partikuldrni fesenf rovnice y” + y = sinz. Toto FeSeni
vypiSte s neurcitymi koeficienty, které jiz neurcujte.

Urcete obecné feseni diferencialni rovnice 3" — y = 0.

Pomoci variace konstant urcete partikuldrni feSeni rovnice y” = x.

I1. Metrické prostory.

1.

@

Urcete pc(fa g) = MaXze(o,7) |f(.’L‘) ( )| PI f7 fo |f )| dz, je-li f( )
sin® z, g(z) = — cos z.

M = {[x,y] € R? : 2% + y? — 2y < 0}, A = [2,3]. Uréete vzddlenost bodu A od M
v metrikidch p1 a poo.

Udejte piiklad nekonstantni cauchyovské posloupnosti v E2.

. P =C]0, 1]. Udejte ptiklad posloupnosti funkei f,(x) # x, pro niz p.(fn, f) — 0,

kde f(z) =

. P=N, p(n, m) = ln=ml " Rozhodnéte, zda je posloupnost {n} cauchyovska.

nm

Rozhodnéte, zda existuje A C E!, pro niz A:{O, 1}. Pokud ano, udejte piiklad,
pokud ne, zduvodnéte.
Rozhodnéte, zda plati: F' : P — P je kontrakce = F' je spojité. Pokud ano,
dokazte, pokud ne — udejte protipriklad.
Uréete, pro které hodnoty k& € R je zobrazeni F : E? — [E? dané piedpisem
[z, y] — [k(x + ), k(x — y)] izometrické.
P—R. ple.y) = {|O:z:\—|—|y| pro:z:;«_éy7 f(m):{o’ x € [-1,1],
, proxr =y 1, zeR\{[-1,1]}

Rozhodnéte, zda f je spojité zobrazeni (P, p) — E.
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Pro (P, p) jako v predchozim piikladé rozhodnéte, zda A = [—1, 1] je kompaktni.
Zduvodnéte.

Rozhodnéte, zda plati implikace: (P, p) je kompaktni = (P, p) je tplny.

Urcete, pro kterd k € R je zobrazeni x — kiwx kontrakce.

P = R?, pi([a1,az2], [b1,b2]) = |a1 — b1| + |az — bz|. Rozhodnéte, zda zobrazeni
[z,y] = [32 + 3y, 32 + 3¥] je kontrakce v prostoru (P, p).

V prostoru ls = prostor posloupnosti {z, } s metrikou

2

p{znt, {yn}) = (Z(wn - yn)Q)

urcete vzdalenost posloupnosti z,, = {1, %, %, % o h oy = {11, %, %, % b
Najdéte vzdalenost pocatku od ptimky y =2 —x v

a) Euklidovské metrice,

b) V souctové metrice p;.

Necht A = [-1,0)u{1}>2, U{1}U([2,3]NQ) v E'. Urcete vnitiek, uzdvéra hranici
mnoziny A.

Dokazte existenci a najdéte pevny bod zobrazeni F : E2 — E2, které je slozeno
ze stejnolehlosti se stfedem v pocatku [0,0] a s koeficientem k& = % a posunuti o
vektor u = (=1, —1).

Dokazte existenci a najdéte pevny bod zobrazeni F : E? — E2? daného pifedpisem
[z, y] = [~53y, * (z +y)].

Pomoci Banachovy véty najdéte funkei y(z), kterd se rovnd své derivaci a y(0) = 1.
Dokazte existenci a pomoci posloupnosti postupnych aproximaci s poc¢atecni aprox-
imacf zop = 0 najdéte pevny bod zobrazeni F : E! — E!, f(z) = 1(z +1).

ITI. Limita, spojitost, parcialni derivace, diferencial.

1.

w

5.

. Rozhodnéte, zda funkce f(x,y) = {

Vypoctéte limity.

a) lim(x,y)ﬁ(o,o) (.CE2 + yg) lg(.%‘Q + y2)7
. T+
b) im(g,y)-+(c0,0) €¥ 577y

. sin(xz+
¢) Tm(e,y)—(1,-1) "G

2

IQ—
ﬁ? [xvy] 7£ [070]’

je spojita v bodeé [0, 0].
0, [z, 9] = [0,0]

. Naértnéte v roviné definién{ obor funkce f(z,y) = lg(lg(2z — 2% — y? + 2y))
. Rozhodnéte, kterd tvrzeni plati:

a) Existuji f;.(zo,v0), fy(To,y0) = f je spojitd v [zo, yo],
b) f je diferencovatelnd v [xg,yo] = f je spojitd v [xo, yol,
¢) fje spojitd v [zo,yo] = f existujl f;(zo0,%0), f, (%0, Yo)-
Platna tvrzeni dokazte, k neplatnym udejte protipiiklad.
Uréete rovnici teéné roviny ke grafu f(z,y) = 2327 v bodé (0,0, 1].
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Pomoci” A, e, d” definujte lim, ), (—o0,1) f(2,y) = 2. Udejte piiklad nekonstantni
funkce, ktera splnuje tento vztah.
0,48

Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizné arcsin Toa-

. Rozhodnéte, zda existuje H : R> — R, pro niz H), = y + cos’z, H, = = + tgy.

Pokud ano, urcete ji.

Udejte piiklad f : R? — R, takové, ze u = (2,—1,2) je normélovy vektor k tecné
roviné grafu v bodé [1, 2, 3].

f:R = R je diferencovatelnd funkce, z = f(2? 4+ y*). Vypoctéte xz, — yz),.
Urcete bod [z, Y0, 20] na grafu funkce z = xy, v némz je tetna rovina rovnobézna
s rovinou 2x + 3y — 2z 4+ 2 = 0.

Uréete smérovou derivaci funkce f(z,y) = z* v bodé [1,1] ve sméru vektoru
u=(1,2).

IV. Implicitni funkce, extrémy.

1.

10.

. Urcete rovnici teny a normély v bodé [1,1] ke kiivce dané implicitné x

Udejte pifklad funkce F' : R? — R takové, ze rovnosti Fi(z,y) = 0 je v okoli bodu
[0, 0] implicitné zaddna funkce y = 2 a v okol{ bodu [0, 1] funkce y = e®.

F:R? - R? [z,y] — [%,xQ + 9%]. Rozhodnéte, zda existuje okoli bodu [1,1]
v némz je toto zobrazeni prosté, pokud ano, urcete Jacobiho matici inverzniho

zobrazeni v bodé [1,0].
4

yt—1=0.

Na kiivce 22 + 32 — zy — 1 = 0 najdéte body, v nichz je teéna ke kiivce vodorovna.
Rozhodnéte, zda v okoli bodu [1,1] lezi kiivka dand rovnici 22 + zy + y?> — 3 =0
nad tecnou resp. pod tec¢nou v tomto bodé. Loz

Pomoci Taylorova mnohoclenu 2. stupné vypoctéte priblizné gz.

. Polynom P(z,y) = 2® +3y*+ zy — x + 2y — 1 napiSte v mocninach (z—1) a (y+1).
. Rozhodnéte, zda funkce f(z,y) = {

sinzy, [x,y] # [0,0]

%a [.r,y] = [07()]

maé v bodé [0, 0] lokaln{

extrém. Zduvodnéte.

Udejte pifklad funkce f : R? — R, pro niz f.(1,—1) =0 = fy(1,=1), ale v bodé
[1, —1] nenastéva lokalni extrém.

Pomoci vrstevnic funkce najdéte absolutn{ extrémy funkce f(z,y) = 22 — 4x + y?
na mnoziné M : -1 <z<1,-1<y<1.

Cviéna pisemka 1.

I.

1.
2.

Cast. (Kazdy piiklad 1 bod)

2
Urcete feseni diferencidlni rovnice 3’ = %3 + £, pro néz y(1) = 1.

Urcete v jakém tvaru lze hledat partikuldrni feseni diferencidlni rovnice y” + 2y’ +

y = z2e~*. Tento tvar napiste s neuréitymi koeficienty, které nepocitejte.

. Urcete linearni homogenni diferencialni rovnici 2. fadu s konstantnimi koeficienty,

jejiz fundamentalni systém feseni je y; = €%, yy = xe?”.



4. P=C[-1,1], f(z) = V1 — 22, g(z) = —2?. Uréete vzdalenost funkei f, g v metrice
pc(fa g) = IMaXgc[—1,1] |f(:17) - g(l‘)|

5. Definujte, kdy je mnozina A C P v metrickém prostoru (P, p) kompaktni. Udejte
piiklad a) kompaktni, b) nekompaktni mnoziny A v Euklidovském prostoru EZ.
Zduvodnéte.

6. Vypoctéte parcidlni derivace funkce z = zv°.

7. Udejte piiklad funkce f : R? — R, pro niz existuji parcidlni derivace f.(0,0),
f,(0,0), ale funkce f neni v bodé [0, 0] spojita.

8. Urcete Tayloritv mnohoélen 2. stupné funkce f(x,y) = x® + 3zy + y> v bodé
[0, 0] = [1,1].

9. Urcete rovnici teény v bodé [1,1] ke kiivce 2® + 3 — 3zy + 1 = 0.

10. Pomoci vrstevnic maximalizované funkce urcete absolutni maximum a minimum
funkce f(z,y) = 2 + vy na mnoziné M : 2% + y? < 1.

II. Cast.
1. (4 body) Urcete feseni diferencidlni rovnice

T

y' =2ty =

1+ 2’
pro néz plati y(0) = 0, 3'(0) = 1.
2. (3 body) Rovnici 2/, + 2, — 2z, = 0 transformuje do proménnych u = z + v,

_1
4y

3. (3 body) Na elipse % + % = 1 najdéte body, které jsou néjblize a nejdale k primce
3r+y+9=0.

Cviéna pisemka II.
I. Cast. (Kazdy pifklad 1 bod)

1. Urcete FeSeni diferencidlni rovnice 3’ = %y — 1.

2. Uréete singularni feSeni Lagrangeovy rovnice y = xy'2 4+ /7.

3. Ve tvaru s neurcitymi koeficienty (které nepocitejte) najdéte partikuldrni feseni
rovnice 3" — 2y’ + 2y = e®(sinx + cos x)

4. Definujte, co je hranice v metrickém prostoru a v metrickém prostoru E! uréete
hranici mnoziny A = [0,1] N Q.

5. Definujte, kdy je mnozina A v metrickém prostoru kompaktni a udejte nutnou
a postacujici podminku, kdy je kompaktni podmnozina diskrétniho metrického
prostoru.

6. Rozhodnéte, zda zobrazeni f : [0,1] — [0, 1] dané ptedpisem f(z) = /1+x je
kontrakce.



10.

Rozhodnéte o existenci limity

T
[2,y]—[0,0] T + Y

Urcete rovnici teéné roviny ke grafu funkce z = 2% + y* v bodé [xg, yo] = [1,2].
Rozhodnéte, zda funkce definovand implicitné v okoli bodu [1, 1] pfedpisem xy +
y3 —2 =0 je v okoli tohoto bodu konvexni nebo konkavni.
Vypoététe Jacobiho matici v bodé [z, 9] = [1, 1] zobrazeni F : R? — R? daného
predpisem

[@,y] = [a® + o7, ).

II. Cast.

1.

(4 body) Urcete rovnici kiivky jejiz norméla v libovolném bodé kiivky mé nasledujici
vlastnost: Délka tisecky na ose x mezi pocatkem a prusecikem normaly s osou x je
rovna kvadratu y-ové souradnice bodu, v némz byla normala sestrojena.

(3 body) Urcete lokaln{ extrémy funkce z = f(x,y) uréené implicitné rovnicf z? +
Y2+ 22 —xy —2yz—1=0.

(3 body) Uréete absolutni extrémy funkce z = 22 + y? — 2y — x — y v trojihelniku
ur¢eném body A = [—1,0], B =[1,2],C = [3,0].



