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15.7 Systémy linearnich diferencialnich rovnic

Budeme se jesté kratce zabyvat systémy diferencidlnich rovnic. V této ¢asti budeme
uzivat jeSté hlubsi poznatky z algebry. Nasledujici vyklad ukazuje jejich vyuziti. Ilustra-
tivni pfiklad ndm ukéze, ze se budeme moci omezit, podobné jako jiz dfive, na systémy
(soustavy) rovnic prvniho fadu.

Priklad 15.7.1. Mechanickou konfiguraci, v niZ je na pruziné o tuhosti k1 zavéSeno
zavazi o hmotnosti m1, na kterém je na pruziné o tuhosti k2 zavéseno zavazi o hmotnosti
ma, popisuje systém

miyy =mig — ki + k2(y2 — v1),

1"

mays = mag — ka2(y2 — 1) .
Predpoklddame, ze kromé gravitacni sily neptsobi na systém zadnda dalsi vnéjsi sila.
Funkce y1 a y2 popisuji vychylky zavazi od rovnovazného stavu. Pomoci substituce

/ / 7 ’ v s

y1 = (1/m1)ys, y3 = (1/mz2)ys dostaneme systém prvniho Fadu

y1 = (1/m1)ys,

Yo = (1/m2)ya,

ys = mig — kiy1 + k2(y2 — y1),
!

Y1 =mag — ka(y2 — y1).

Predesly priklad lze snadno zobecnit: kazdy podobny systém lze analogicky prevést
na systém prvniho fadu. Dale ukdZzeme, jak ve specialnich pripadech Fesit systém (sou-
stavu) diferencidlnich rovnic prvniho fadu

yi = fl(x7y17y27' .. ,yn)7
yé = f2(x7y17y27 LR 7y”) ’

y:‘l/ = fn($7y17y2,-~~7yn),

ktery jsme zkracené zapisovali ve tvaru

y' =f(z,y),

a pro ktery jsme odvodili ,lokalni“ existencéni Vétu 15.4.1. Chceme-li systém prakticky
fesit, jsou zjednoduseni nutna: omezime se proto na linedrni systémy. Obecné jde totiz
o slozity problém, avsak, stejné jako vySe, pro specialni pripady je k dispozici pomérné
jednoduché teorie. Budeme se tedy zabyvat systémem

v () = a1 (2)y1 + ar2(2)y2 + - - + a1n () yn + ba(z)

Yo (x) = a21(2)y1 + az2(2)y2 + - -+ + azn () yn + ba(z),

: (15.38)
Yn(2) = an1(2)y1 + an2(z)y2+ - + ann(@)yn + ba(z),
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ktery budeme zapisovat ,maticové®

Yy =A@)y+b(x);

zde y a b chapeme jako sloupcové n-rozmeérné vektory, A je ¢tvercova matice typu n X n,
jejimiz prvky jsou (realné) funkce. Pfitom budeme predpoklddat, ze a;i a b; jsou spojité
funkce na otevieném intervalu I C R. V tomto piipadé pro kazdy bod [zo,y°] € I x R™
existuje podle Véty 15.4.4 pravé jedno feseni ¢ = (¢',.. ., ™) definované na intervalu
I, splijici podminku ¢ (z0) = y°.

Neni prili§ prekvapujici, ze budeme uvazovat opét dva systémy rovnic, a to jednak
systém

ve tvaru

y' = A(z)y + b(x), (15.39)
a pak systém
y' =A(x)y. (15.40)
Postupné odvodime tvrzeni, ktera budou obdobné jako v pfipadé linearni diferenci-
alni rovnice n-tého radu.

Lemma 15.7.2. Vsechna fesent systému (15.40) definovand na tomtéz intervalu tvori
linedrni prostor. Specidlné to plati pro véechna mazximalni Tesens.

Dikaz. Pro feSeni y,, y, systému (15.40) a ¢1, c2 € R zfejmé plati
(c1y; +c2yy)' = c1A(x)y; + 2A(2)y, = A(z) (a1y; + c2ys)
coz dokazuje tvrzeni. O

Nyni ukazeme, ze tento prostor ma dimenzi n. Nejprve budeme fFesit dulezitou

otazku, kdy jsou n-rozmérné vektorové funkce g, (z) = (gi (%), 92(2),...,g9p(x)), = € I,
k=1,...,n, linedrné nezavislé na intervalu I C R. Jsou-li linedrné zavislé, pak musi
existovat netrividlni linedrni kombinace téchto vektoru s koeficienty ¢ = (c1,c2,...,¢n)

tak, ze (vektorovd) funkce
c1g,(z) + -+ cng,(x) =0,

tj. tato kombinace je n-rozmérnym nulovym vektorem v kazdém bodé =z € I. K tomu
je nutné, aby determinant matice, jejiz sloupce tvofi vektorové funkce g, (z),..., g, (),
x € I, byl na I nulovou funkci. Determinant funkéni matice, jejiz sloupce tvori fun-
kce g,(x),...,9,(x), x € I, ma analogické vlastnosti jako dfive zavedeny Wrénskiho
determinant. To nam bude voditkem pro dalsi postup.

Pomoci Véty 15.4.4 o jednoznacnosti najdeme n linedrné nezavislych feseni

Y= Lyt yD)s s Y = WY Un)
ktera spliuji rovnici (15.40) a pro né&jaké xo € I podminku
y(wo)=e€", k=1,...,n; (15.41)
vektor e” je standardni soufadnicovy vektor (0,0,...,1,...,0), ktery mé k-tou sourad-

nici rovnou 1, zatimco ostatni jsou rovny 0. ReSeni jsou opravdu linedrné nezavisla,
protoze z Y, _, cxy;,, = O plyne dosazenim xo rovnost

n n
Z Yy (zo) = Z cke® =0.
k=1 k=1
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Protoze e*, k=1,...,n, jsou linearné nezavislé, plyne odtud ¢y = co =--- =¢, = 0.

Lemma 15.7.3. Vsechna mazimadlni reseni systému (15.40) tvori linedrni prostor di-
menze n.

Diikaz. 7 predchozi Gvahy vyplyva, Ze dimenze tohoto prostoru je alesponi n. Je-li y™* li-
bovolné feseni systému (15.40), je y*(z0) = h = (h*,h?,..., k") ay*(z0) = S_p_, h"e".
Pak podle véty o jednozna¢nosti je y*(z) = >.y_, h*y, (z) pro viechna = € I. O

Jsou-li funkce g4, ...,g,, resp. jejich slozky g;-“, j,k=1,2,...,n, funkcemi z C’“(I)7
je 1 jejich determinant funkci z Ck(l ). Pfitom je pro linedrné zavislé funkce roven 0
vsude v I. Ukazeme, ze v pfipadé vektorovych funkci y,,y,,...,y,, které jsou resenimi

. . . 1o xexri P RRTET . . k
systému (15.40), plati alternativa v ,silngjsi“ podobé: je-li determinant matice (yj)
ruzny od 0 alespon v jednom bodé intervalu I, je nenulovy ve wsech bodech I. Je-li
totiz nulovy v néjakém bodé z¢ € I, existuje netrivialni linedrni kombinace takova, ze
1y, (zo) + -+ + cny, (z0) = 0. Pak podle véty o jednoznacénosti je

ayy (@) +- +eny,(e) =0

pro vSechna x € I. Jestlize srovname dosud nalezené poznatky s tim, co jsme odvodili
pro linearni rovnici n-tého radu, vidime, Ze je ucelné i v tomto pripadé zavést pojem
fundamentdlniho systému Tesend.

Definice 15.7.4. Mnozinu kazdych n linedrné nezavislych FeSeni systému (15.40) na
intervalu (c, d) nazyvame fundamentdlni systém fesent soustavy (15.40) na (c, d). Matici,
jejiz sloupce tvori fundamentélni systém maximalnich FeSeni soustavy (15.40), nazyvame
fundamentdlni matict soustavy (15.40). Budeme ji znacit Y := Y (z). Je tedy

y1; y% . yé
Yyir Y2 -+ Yn

Y(z):=| . _ (15.42)
yrooys .. Yn

Dausledek 15.7.5. Determinant fundamentdalni matice systému (15.42) je na I vsude
ruzny od 0.

Oznacime-li ¢ = (c1, 2, ..., cn) sloupcovy vektor, mizeme zkracené zapisovat obecné
feSent jako maticovy souéin y(z) = Y (z) c. Snadno nahlédneme, Ze i v tomto pfipadé
plati analogickd tvrzeni jako pro linearni rovnici n-tého radu; jejich dikaz by byl jen
opakovanim tvah, které jsme jiz jednou provadéli a které maji elementarni charakter.
Shrneme tyto poznatky do jediného tvrzeni:

Tvrzeni 15.7.6. Obecné Teseni systému (15.40) obdrzime jako mnoZinu vsech linedr-
nich kombinaci fundamentdlniho systému fesent soustavy (15.40); zdvisi tak na n para-
metrech, kterymi jsou koeficienty této linearni kombinace. Rozdil kaZdych dvou teseni
systému (15.39) je feSenim (15.40). Proto obecné Feseni systému (15.39) obdrzime jako
(mnozinovy) soucet obecného feseni systému (15.40) a (jednoho) partikularniho Tesent
systému (15.39).
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Jestlize zndme fundamentélni systém feseni systému (15.40), miZeme pro urceni
partikuldrniho Feseni systému (15.39) uzit metodu variace konstant. P¥i jejim odvozeni
pouzijeme s vyhodou maticovy zapis.

Budeme hledat feseni systému (15.39) ve tvaru

kde sloupcovy vektor ¢(x) je (vektorovou) funkci na intervalu I a Y (z) je fundamentélni
matice systému (15.40), kterd je tedy regularni v kazdém bodé = € I a jejiz prvky jsou
spojité funkce na I. Pro toto feSeni dostaneme

Y/(ac) c(z) + Y (2) c'(:)s) = (Y(m) c(x))/ =A(2)Y (z)c(z) + b(x) .
Protoze Y'(z) = A(x) Y (x), porovnanim vyrazii stojicich vlevo a vpravo vyplyva, ze
Y (z)c'(z) = b(z), z € I, a tedy
c(z) =Y (z)b(z).
Inverzni matice Y ~! je regularni v kazdém bodé = € I a jeji prvky jsou spojité funkce na
I; to plyne z vlastnosti Y a ze vzorce pro vypocet prvku inverzni matice. Proto na pravé

strané predchéazejici rovnosti stoji spojita vektorova funkce. Integraci posledni rovnosti
(v mezich zo a z) dostaneme pro kazdé = € I vzorec

c(z) =c(zo)+ [ Y '(t)b(t)dt .
Jxg
Véta 15.7.7. Jestlize jsou maticovd funkce A a vektorovd funkce b spojité na otevieném
intervalu I C R a je-li xo € I, mda Cauchyho poédtecni uloha pro systém

Y =A@@)y+b(z), ylxo) =1,

prdaveé jedno feseni na I pro kazdy bod y° € R™. Toto feseni je popsino vzorcem
y(@) =Y (2)Y (o) y® + Y(a;)/ Y ')b(t)dt, zel. (15.43)
zo

Dikaz. Pro dikaz spravnosti vzorce si sta¢i uvédomit, ze vyraz vpravo je v bodé x¢
roven vektoru y°. O

15.8 Systémy rovnic s konstantnimi koeficienty

Zatazeni této Casti ma pomérné ziejmy charakter. V predchozi ¢asti jsme poznali, Ze jsme
schopni nalézt metodou variace konstant obecné feSeni soustavy linearnich rovnic, pokud
zname jeji fundamentdlni systém reSeni. Ten vSak obecné nalézt neumime. Ukazeme si
vsak, jak je to mozné v pripadé, ze jde o soustavu linearnich rovnic s konstantnimi
koeficienty.

V této casti musime vyuzit pomérné hlubokych poznatk z linearni algebry. Doporu-
¢ujeme ¢tendri, aby si tuto partii pfecetl napf. v [2], kde je vyloZzena pravé jako aplikace
pfislusnych poznatkt z linearni algebry.
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Nejprve se seznamime s tzv. eliminacni metodou. Budeme fesit systém rovnic

") (2) = any' + any® + - + any” +b'(2),

%) (z) = any' +azy’ +- +azny" +b*(2),
: (15.44)
™) (@) = any' + ansy’+ -+ anny” +0"(x),

ve kterém jsou koeficienty a;i konstantni a b® jsou spojité (realné) funkce na intervalu
(¢,d). V maticovém tvaru zapisujeme systémy, se kterymi budeme pracovat, takto:

y =Ay+b, (15.45)

y' = Ay. (15.46)
Posledni systém se ¢asto nazyva autonomni systém linedrnich diferencidlnich rovnic a
uzivé se k popisu fyzikalnich nebo technickych problémi, jejichz prvky nejsou zavislé na
Case.
Popi$me nejprve nékteré mozné piistupy k feSeni systému (15.44). Jsou-li funkce
b € C(”71>((c, d)), zvolme jednu z rovnic, napf. prvni a zderivujme vyrazy na obou
jejich stranach. Obdrzime rovnici

(")) = ann(y") +ara(y®) + - +am(y™) + (0 (2),
do které dosadime za (y')', (v*)', ..., (y") ze systému (15.44). Rovnici upravime na tvar
(") (2) = dory’ + da2y® + -+ + dany™ + 0%(2).
V dalsim kroku zderivovanim dostaneme
)" () = d2(y") +doa(y®) + -+ don(y™) + (6°) (),

do které opét dosadime za (y')’, (v2), ..., (y")' ze systému (15.44). Obdrzenou rovnici
upravime na tvar

(y")" (x) = dary* + da2y”® + -+ + dzny” + 8°(2).
Po kone¢né mnoha krocich dostaneme rovnici
") " (2) = dury' + dnay® + - + dpny” + 6" (2) .

Ziskali jsme tak soustavu rovnic pro (y')’, (y1)”,..., (y")™, kterd je tvaru (v prvni
rovnici (yl)'(x) =any' +apy®+ - +any" + bl(x) jen formalné zménime oznaceni
koeficient1)

(") (z) = duy' +diy® + -+ diny" +6'(z),
W) (x) = day" + do2y” + - + dony” + 6% (@),

: (15.47)
"™ (2) = dury" + dusy+ - + duny” + 5"(2) .
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7Z téchto rovnic postupné vylouéime y2,...,y", a to tak, Ze napf. z prvni rovnice vy-
pocteme y? a dosadime do zbyvajicich rovnic. Dostaneme tak (n — 1) rovnic, které jiz
neobsahuji y2. Tak postupné snizujeme pocet rovnic i neznamych, az dospé&jeme k jediné
rovnici n-tého ¥adu pro y'. Vypocteme jeji obecné Fedeni (bude obsahovat n konstant
¢l ..., ™). Pak dosadime do systému (15.47) za (y*), (y')",...,®")"™ a dopocteme
yh,y2, ..., y" z algebraického systému n rovnic o n neznamych.

7 popisu metody vidime, ze je sice pracna, ale elementarni. Takto hladce vSak ne-
vede vzdy k cili. Mtze se stat, Ze nedojdeme az k systému (15.47), ale po mensim poctu
krokii se na pravé strané viechny neznamé 12, ...,y" zrusi. Dostaneme tak pro y* li-
nearni rovnici s konstantnimi koeficienty nizsiho fadu nezli n. Jeji obecné feseni bude
zéviset na méné nezli n konstantich. Pak lze dosadit y' do (15.44) a ze vzniklého sys-
tému vytvorit novou diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty pro y? analogickym
postupem, ktery jsme uzili pro y*. Tato situace miize nastat nékolikrat za sebou. Tak se
feSeni systému n rovnic muze prevést na reseni nékolika linedrnich rovnic s konstantnimi
koeficienty fadu nizsich nez n (soucet jejich ¥adl je n); viz napf. [7].

V dalsich odstavcich si pfipomeneme nékolik pojmu z linearni algebry. Doporucujeme
Ctenafi, aby si piislusnou latku eventudlné prostudoval v [2]. Tento text obsahuje totiz
i kapitolu, v niz ¢tenar nalezne aplikaci teorie na reseni systémi diferencidlnich rovnic s
konstantnimi koeficienty tvaru (15.40).

Definice 15.8.1. Je-li A matice typu n X n, jejimiz prvky jsou redlna cisla, tj.

ailr  azi an1

aiz a2 an2
A= ,

A1n A2n ... Qnn

nazyvame polynom (symbolem E znacime jednotkovou matici typu n x n)

air — A a21 ... an1
a1z aze — A ... An2
P(\) =det(A — AE) = det
A1in a2n e Qpp — A

charakteristickym polynomem matice A?). Jeho kofeny se nazjvaji vlastni ¢isla nebo
vlastni hodnoty matice A, rovnice P(\) = 0 je charakteristickd rovnice prislusnd k A.
Mnozinu v8ech vlastnich ¢isel matice A nazyvame spektrum matice A a znac¢ime ji o(A).

Priklad 15.8.2. Matice

1 -1 4
A=13 2 -1 (15.48)
2 1 -1

ma charakteristicky polynom
PA)=—-14+N1-XN2-XN)+2+12-8(2—N)+
+1=N)=-31+N)=0-XNA=-3)(A+2)

2) Pokud se zavadi charakteristicky polynom pomoci matice (AE — A), dostaneme stejné
vysledky; odpovidajici teorie se lisi jen nepodstatné.
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a jeji spektrum je tedy o(A) = {1, 3, —2}.

Definice 15.8.3. Je-li A vlastni ¢islo matice A, nazyvame kazdy nenulovy vektor v vy-
hovujici rovnici Av = A vlastnim vektorem matice A prislusnym k vlastnimu éislu .

Poznamka 15.8.4. Vlastni vektory hraji dulezitou roli v mnoha aplikacich. Je-li A
vlastni ¢islo matice A, pro vlastni vektor v pfislusny k A je Acv = Acv, takze A
transformuje podprostor generovany v na tentyz podprostor, ktery je proto invariantni.
V predchazejici definici vlastniho vektoru jsme se omezili na nenulové vektory. Pro nulovy
vektor v je Av = A\v pro kaZdé A € C, coz je nezajimavy pfipad. Na druhé strané
pripoustime, ze jak vlastni ¢isla, tak i vlastni vektory mohou byt komplexni. Budeme
pracovat i s komplexnimi funkcemi v roli feSeni, i kdyz je nasim cilem vyjadfit obecné
feSeni pomoci realnych funkci.

Pi¥iklad 15.8.5. Nyni navédzeme na Ptiklad 15.8.2. Potom je vlastni vektor ®) v = v,
v = (v',v?,v?), matice A odpovidajici vlastnimu ¢islu A1 = 1, netrividlnim Fesenim
soustavy (A — 1E) v = 0, neboli soustavy

0 -1 4\ /ot
3 1 -1 v ] =0.
2 1 -2 03

Jejim Fesenim obdrzime v, = (v',v?,v%) = ¢(=1,4,1), c € R, ¢ # 0, coz je popis viech
vlastnich vektoru odpovidajicich vlastnimu ¢islu A; = 1.

Podobné dospéjeme k vyjadreni vSech vlastnich vektoru odpovidajicich vlastnimu
&islu A2 = 3, které jsou tvaru ve = v = (v',v?,v%) = d(1,2,1), d € R, d # 0, a viech
vlastnich vektori, které odpovidaji poslednimu vlastnimu ¢islu A3 = —2 a které jsou
tvaru vz = v = (v, 0% v®) =e(=1,1,1), e € R, e £ 0.

Je vhodné si nyni ukéazat, k ¢emu nam vlastni ¢isla a vlastni vektory budou. Poz-
namenejme, Ze u linedrni rovnice n-tého fadu jsme hledali fefeni ve tvaru y(z) = e**
a timto obratem jsme prevedli problém na feSeni algebraické rovnice stupné n. Nyni
budeme hledat Feseni ve tvaru (je to vektorova funkce!) y(z) = e v, kde v je vektor
s konstantnimi slozkami. Dosazenim do vySetfovaného systému dostaneme

AeMv =y (z) = Ay(z) = Ae™v,

coz nas privadi ke hledani ¢isel X a (netrividlnich) vektord v, pro které plati Av = Av,
a tedy i (A —AE)v = 0. V pfipadé, ze se ndm podaii takto najit n linedrné nezavislych
feSeni, je tim problém nalezeni obecného feSeni systému 3y’ = Ay vyiesen.

Lemma 15.8.6. Necht vi,v2,...,vg, 1 < k < n, jsou nezavislé vlastni vektory, pri-
slusné (ne nutné riznym) vlastnim &islim A1, Az, ..., A\ matice A. Potom
yy(z) = M1, yy(z) = vy, ..., yu(z) = ™ vy

jsou linedrné nezdvisld reseni systemu y' = Ay.

3) Pii vypoctu by se ndm dvoji indexy mohly plést, uzivime proto zjednodusené oznaceni
a pamatujeme si, Ze pocitdme vektor vy prislusny k vlastnimu ¢&islu A\j. Tak postupujeme i pii
vypoc¢tu dalsich vlastnich vektort.
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Diikaz. Ovéfme jesté jednou, ze takto dostavame Feseni systému: je
y;(l‘) = )\ke)"‘zvk = e)\kﬁ)\k’vk = e/\kxx4’l)1C = 14(3)%%’[)}C = Ayk .

. k : sl s ; N
Polozme }>;_, ¢; y; = 0. Dosazenim z = 0 do linedrni kombinace feseni y; dostaneme

k k k
P
) ijj(ff)‘ => Cje]mvj‘ =Y ¢v;=0.
£ z=0 4 z=0 4
j=1 j=1 j=1
S ohledem na nezévislost vi,v2,...,v; dostdvdme ¢; = c2 = -+ = ¢ = 0 a tedy i
nezavislost TeSeni y,,Ys,. .., Y- O

Priklad 15.8.7. Pro rovnici
0 1 1
y=[|10 1]y (15.49)
1 1 0
mé rovnice P(A) = \*> — 3\ — 2 = 0 kofeny A12 = —1 a A3 = 2. Dvojnéasobnému kofeni
odpovidé soustava rovnic ekvivalentni s jedinou rovnici pro slozky vlastniho vektoru
o0t 0% = 0,
takze 1ze volit dva linedrné nezavislé vlastni vektory odpovidajici vlastnimu cislu 1,

napt. v1 = (1,—1,0) a v2 = (0,1, —1). Snadno zjistime, Ze k vlastnimu ¢éislu Az = 2 lze
zvolit vlastni vektor v3 = (1,1,1) a nalézt tak obecné FeSeni rovnice (15.49) ve tvaru

1 0 1
yx)=cie | =1| +cze® 1] +ee®™ (1], ca,c,c3€R, z€R.
0 -1 1

Naproti tomu jiz u jednoduché rovnice

. (31
yf 71 1 y7

jejiz charakteristicka rovnice A*> — 4\ +4 = 0 ma dvojnasobny kofen ;2 = 2, exis-
tuje pouze jediny linedrné nezavisly vektor odpovidajici tomuto kofeni a ktery ma tvar
v = (¢, —c), ¢ # 0. To signalizuje mozné obtize pii vyskytu vicenasobnych vlastnich éisel.

PovSimneme si, Ze problém nenastava v pripadé, kdy vlastni ¢isla Ag, k=1,...,n,
jsou navzajem razna. Plati totiz nasledujici

Tvrzeni 15.8.8. Viastni vektory v1,va, ..., vk, 1 < k < n, prislusné k raznym vlastnim
cislim A1, Aa, ..., A\ matice A jsou linedrné nezdvislé.

Dikaz. Budeme postupovat indukci. Pro k& = 1 je platnost tvrzeni ziejma z definice
vlastniho vektoru. Predpoklddejme tedy, Ze tvrzeni plati pro (k — 1) a odvodme jeho
platnost pro k. Jestlize pro ci,c2,...,ck € R je

c1vit+ v+t epvp =0, (15.50)
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pak také plati
A(civi+cava+---+cpvp) =0;

Protoze jsou v; vlastni vektory pfislusné k vlastnim ¢islim Aj, j = 1,...,k, plyne odtud
ClA1IV] +C2 AoV + -+ v =0. (15.51)

Vynésobime rovnici (15.50) ¢islem A\, a vzniklou rovnost odeéteme od (15.51). Dosta-
neme tak vztah

ca(M —Ak) v+ 22 = Ap)ve + -+ cpm1(Ae—1 — Ak) vie—1 = 0.

Podle indukéniho predpokladu jsou vektory vi,vs,...,vir—1 linedrné nezavislé; protoze
jsou vlastni ¢isla A1, A2, ..., A\x navzajem vesmés ruznd, plyne z predchazejici rovnosti
cg=ca="++=cg—1 = 0. Odtud dostavame i ¢ = 0 a tvrzeni je dokézano. O

Priklad 15.8.9. Navazeme na predchézejici Piiklad 15.8.5, ve kterém jsme nalezli tvar
vlastnich vektoru prislusnych k jednotlivym vlastnim ¢islim. Zvolme ¢ = d = e = 1; pak
vektor v1 = (—1,4,1) prislusi k A\; = 1, vektor v2 = (1,2,1) vlastnimu éslu A2 = 3 a
vz = (—1,1,1) vlastnimu éislu A3 = —2.

Mame-li tedy Tesit soustavu, zapsanou v maticovém tvaru

1 -1 4
y=[3 2 —-1]u, (15.52)
2 1 -1

ve kterém matici na pravé strané rovnice jsme vysetfovali v Prikladech 15.8.5 a 15.8.2,
Ize jeji obecné Feseni zapsat ve tvaru

—1 1 -1
y(x) =cre” 4 +c1e® 2| +cze™ 1|, ci,e2,c3€ R, z€R. (15.53)
1 1 1

K feseni pocatec¢ni tlohy neni tieba dalsi vyklad, uvedeme proto jen jednoduchy ilustra-
tivni priklad:

Piiklad 15.8.10. Reste rovnici s danou pocateéni podminkou
, (1 4 (2
v=(1 v vo-=(3). (15.54)

Snadno zjistime, ze vlastnimu ¢islu A1 = —1 odpovida napt. vlastni vektor vi = (—2,1) a
vlastnimu ¢islu A2 = 3 odpovida napt. vlastni vektor vo = (2, 1). Dosp&jeme tak k rovnici

1o (—2 o2 2
wet (e (D)=6)

jejimz fesenim vzhledem k neznamym c1, c2 obdrzime hledané feseni pocatecni tlohy

y(z) = ® (f) +oet (f) z€R.
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komplexni kofeny. Hledame totiz feseni vyjadiené pomoci redlnych funkei. Jsou-li prvky
matice A redlna Cisla, ma i P realné koeficienty. Postupujeme pak analogicky jako v Po-
znamce 15.6.1. Kofeny P, které nejsou realné, se vyskytuji v parech a jsou komplexné
sdruzené. Necht tedy jsou A = 3+ iy a A = 3 — iy vlastni ¢isla matice s realnymi koefi-
cienty A. Protoze pro vlastni vektor v pfislusny k A\ je Av = v, dostavame rovnosti 4)

Av=Av = v =\v,

takze v je vlastni vektor pfislusny k vlastnimu é&islu by Tyto vektory jsou podle Tvr-
zeni 15.8.8 linearné nezavislé. Oznacime-li Rev = v1, Imv = v2, mé rovnice y' = Ay
nezavisla reseni

¥, (z) = *"(cos vz + isinyz) (vy + iva),

Yo (z) = e*"(cosya — isinyz)(vy — iva),
a tedy i nezavisla redind resent (1/2)(y, + y»), (1/21)(y; — y»), tj-

em(vl cosyr — vasinyz), eﬁz(vl sinyz + v2 cosyz) .

Tak miZzeme nalézt ke kazdému paru komplexné sdruzenych (rtiznych) vlastnich ¢&isel
dvojici linearné nezavislych redlnych feseni; pii vypoctu pak jiz staci k jednomu z kom-
plexné sdruzenych riznych vlastnich ¢isel najit vlastni vektor a ze ziskaného komplexniho

feSeni vzit jeho realnou a imaginarni cast.

Priklad 15.8.11. Uréete obecné feseni rovnice

10
y=13 1 2|y, (15.55)
2 2 1

Snadno uréime charakteristickou rovnici (1 — A)(A% — 2\ +5) = 0 a jejim Fesenim kofeny
A1 =1, A2;3 = 1 &+ 2i. Pro A\; snadno spocteme, Ze lze za prislusny vlastni vektor volit
napt. v1 = (2, —2,3). Pro A2 = 1 + 2i dostaneme

—2i 0 0 vl
3 -2 -2 v | =0,
2 2 —2i 03

takze za vektor, piislusny k A2 lze volit v2 = (0,1, —i). Jemu odpovida komplexni FeSeni

0
y(a) =% [ 1] = e”(cos 2z + isin22)((0,1,0) +1i(0,0, —1))

—i

a prechodem k jeho redlné a imaginarni ¢asti dostaneme dvojici redlnych feseni

0 0
yo(x) =e” | cos2zx | , ys(xz) =e" | sin2z
sin 2z —cos2x

4) Prouzek zde znac¢i u vektort prechod ke komplexné sdruzenym ¢&islim ,,po slozkach®.



466 KAPITOLA 15. Diferencidlni rovnice

Nyni jiz snadno napiseme obecné feSeni rovnice (15.55):

2 0 0
y@)=e" [ | =2 | +c2|cos2x | +¢3| sin2z , T€ER, (15.56)
3 sin 2x —cos 2z

kde c1, c2, c3 jsou redlné konstanty (konstantni funkce).

takovému vlastnimu ¢islu se ndm nemusi podarit popsanym postupem najit dostatec¢ny
pocet linearné nezavislych vlastnich vektort; viz Priklad 15.8.7. Nasledujici postup je
motivovan fesenim jednoduché rovnice 3y’ = ay, kde a € R. Jejim feSenim je kazda funkce
y(x) = e*c s ¢ € R. Vedeni analogii mtizeme se pokusit hledat Feseni rovnice y’' = Ay
ve tvaru y(z) = e*®v, kde v je libovolny prvek R™. K tomu vsak potfebujeme dalsi
pojmy.

Definice 15.8.12. Je-li B libovolna matice typu n x n, kde n € N, definujeme

B 1 1o 1 3 B
[$] —E"FEBJFEB -‘rgB +"'7 F
k=0

(15.57)

Predchozi definice vyzaduje komentar: nekoneény soucet matic chdpeme ,po prv-
cich“, jde tedy o matici, jejimiz prvky jsou soucty rad. Tyto fady konverguji, protoze
pro

B = (bJ' )j,lc:l,,“,n
a takové M € (0,00), ze |bjx| < M pro j, k = 1,...,n, jsou absolutni hodnoty prvki ma-
tice B¥ odhadnuty pro viechna k € Np shora ¢islem n*~*M*. Odtud plyne konvergence
fady, ktera je prvkem matice e srovnavacim kritériem; fada, se kterou srovnavame, ma

tvar
(oo}

nk—1pgk

>

k=0

a jeji konvergenci snadno ovéfime napf. podilovym kriteriem. Podle definice dostaneme

2 x k
Az x x 2 . €T k
M =B+ T A+ A +...,ZHA, (15.58)
k=0

Povsimnéme si, Ze pracujeme s matici, jejiz prvky jsou funkce, které jsou soucty moc-
ninnych rad. Odtud plyne legitimnost nasledujicich tprav.

Derivovéanim (matice) e*” podle proménné @ dostaneme z (15.58)

22
3!

2 3
_ x T-op2 0 T 43 0 Az
_A(E+1!A+2!A + 5 A+ )_Ae . (15.59)

AN g 4o 42 3T g8 g7 g =
(e)7+5+ tAp A=

Odtud vidime, ze pro libovolny vektor v € R™ je y(z) = e*“v fesenim systémuy’ = A y.

Pro praktické vyuziti tohoto poznatku je vsak nutné umét néjakym jednoduchym zpiso-
bem uréit matici eA®. Obecné je té7ké matici e v konkretnim p¥ipadé urcit, nicméné
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ve specidlnich pripadech to mozné je. Pro nas problém je dilezité to, ze vzdy lze urcit
n linedrné nezavislych vektorti v tak, ze fada (15.58) lze ve vyjadieni e sedist. Dale
ukazeme, jak miZeme e exaktné urcit, pokud zniame n linedrné nezavislych Feseni
rovnice (15.46).

Pro matice, jejichz nasobeni je komutativni, tj. pro néz je AB = BA °), snadno
obdrzime (vyuzivdme stejnomérné konvergence mocninnych fad pro zdménu poradi séi-
tani)

k=0 m=0
— = =e"e
m! (k —m)! ! ! ’
k=0m=0 k=0 m=0
takze pro né dostaneme
A B A+B _ B _A
ee =e e” e’y

Aze—Aac

odtud vyplyva, ze je e =¢e® = E, a také rovnost

(eAm)*l _ efAm )

Tak napt. vzorec (15.43) z Véty 15.7.7 pro konstantni matici A nabude pfehlednéjsiho
tvaru

y(z) = e @0)y0 +/ AT (1) de . (15.60)
zg

Vzhledem k tomu, Ze jiz vime, Ze ¢4 je feSenim rovnice y' = Ay, lze uréit e® jako
fundamentalni matici Y (z) ze sloupcovych vektori feSeni y, (z), odpovidajicich po¢a-
te¢nim podminkam (15.41). Z véty o jednoznacnosti vyplyva, ze tak (ponékud pracné)
dostaneme matici e2?. K tomu se jesté vratime. Protoze

Az, _ (A—XE)xz MExz
e"fv=e e
a tpravou vyjadieni e*®®v snadno obdrzime
Az A2 Ax AP
AE‘T f— —_— —_— e = —_— —_— e f— XI
e v—(E—l— 1!E+ 20 E + )U—E(1+1!+ 2 + )v—e v,
vyplyva odtud eA%v = (A= AE)T 4, 5 tehoi s prihlédnutim k Definici 15.8.12 obdrzime

Az Az T 12 2
Ay —e <E+ﬁ(A—)\E)+§(A—)\E) +o ). (15.61)

Povsimneme si, ze pfi (A — AE)™v = 0 pro néjaké pevné m € N a v € R" je pak i pro
vSechna [ € Ny

(A—AE)" v = (A - AE)'[(A—-AE)"v] =0.
Odtud vsak plyne, ze pfi (A — AE)™v = 0 pro n&jaké m € N je soudet ve vyjadieni
(15.61) konecny, tj. ze v rozvoji

eA“v:e“<E+%(A—AE)+...+ L '(A—AE)’H)U (15.62)

(m—1)

jsou ¢leny, odpovidajici mocnindm (A — )\E)k s ke N, k> m, rovny 0.

5) Ptipominame, Ze nasobeni matic obecné neni komutativni.
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v pfipadé, ze nasobnost nékterého vlastniho ¢isla A je vétsi, nezli je dimenze prostoru
feSeni rovnice (A — AE)v = 0. Pak muZeme pracovat s tzv. zobecnénymi vlastnimi
vektory, kterymi doplnime jiz nalezené nezavislé vlastni vektory na bazi (vlastni vektory
povazujeme zaroven i za zobecnéné vlastni vektory).

Je-1i A vlastni ¢islo matice A nésobnosti k, ke kterému je tfeba doplnit dalsi zobec-
néné vlastni vektory, budeme postupovat takto: nalezneme nejprve vlastni vektory v,
které jsou linedrné nezavislymi feSenimi rovnice

(A= AE)v=0.

Neni-li téchto vektoru jiz k, budeme hledat vSechny linearné nezavislé vektory v, pro
které plati (A — A\E)?v = 0, ale (A — \E)v # 0. Potom pro kazdy takovy vektor je

ey = ATAE)T,, e (1; + %(A - )\E)'v)

dalsim FeSenim rovnice (15.46). Analogicky pokrac¢ujeme déle. Z toho vyplyvéa tento
algoritmus:

1. Nalezneme vSechny vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A. Jestlize ma A celkem
n linearné nezavislych vlastnich vektort, ma rovnice y' = Ay odpovidajicich n
linearné nezévislych feSeni tvaru e**wv. Vsimnéte si, Ze pak nekoneéné fada pro
eATAE)Ty 5 vlastnim &slem A a vlastnim vektorem v obsahuje jeding nenulovy
Clen.

2. Predpokladejme, ze A mé celkem r, r < n, linearné nezavislych vlastnich vektort.
Odtud dostaneme pouze r linedrné nezavislych feSeni tvaru e’ v. Vyberme vlastni
¢islo A, pro které je pocet prislusnych vlastnich vektort mensi nez jeho nasobnost
a najdeme vSechny linedrné nezavislé zobecnéné vlastni vektory v takové, ze je
(A - AE)*v = 0, ale (A — AE)v # 0. Z nich dostaneme dalsi feseni rovnice
y = Ay tvaru

M (v + %(A — )\E)v) .
To postupné udélame se vsemi odpovidajicimi vlastnimi ¢isly A.

3. Nedostaneme-li tak jiz vsech n potfebnych feseni, hleddme déle pro pfislusna A
vSechny dalsi linedrné nezavislé zobecnéné vlastni vektory v takové, ze sice je
(A —\E)3v =0, aviak (A — A\E)?v # 0. Pro kazdy takovy vektor je

2
e <'v + %(A —AE)v + %(A - )\E)2fv)

dal$im fesenim rovnice y' = Ay.

4. Analogicky postupujeme dale, dokud takto neziskdme ocekavanych n linedrné ne-

zavislych feseni y’' = Ay.

Nasledujici ,algebraické* tvrzeni, které nebudeme dokazovat, ukazuje, ze pravé po-
psany algoritmus vede k nalezeni n linedrné nezavislych feseni vysetfované rovnice. Za-
rovenl nam poskytuje i horni odhad poctu kroki, které timto algoritmem musime udélat,
abychom dostali potfebnych n linearné nezavislych feseni vysetfované rovnice.



15.8. SYSTEMY ROVNIC S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY 469

Lemma 15.8.13. Necht charakteristicky polynom P pro rovnici y' = Ay md r navzd-
jem riznych korent A1, A2, ..., Ar s ndasobnostmi ki, ko, ..., k., takZe

P =c(A=2)" (A= A2)"2 - (A= 20)™,

kde ¢ # 0 je redlné cislo. Predpoklddejme, e A md pro néjaké j € {1,2,...,r} pouze
l; < kj linedrné nezavislych vlastnich wvektord prislusnych k X;. Potom md rovnice
(A = \;E)*v = 0 alespori £; + 1 nezdvislych Fesent.

Obecnéji, md-li rovnice (A — A\;E)™v = 0 celkem m; < k;j nezdvislych teseni, pak
md rovnice (A — X\;E)™ v = 0 alespori m; + 1 nezdvislyjch fedent.

7 Lemmatu 15.8.13 plyne existence takového dj, d; < k;, pro néz ma rovnice
(A —)\;E)%v = 0 alespoii k; linedrné nezavislych feseni (zobecnénjch vlastnich vek-
tort). Tak lze ke kazdému vlastnimu ¢islu Aj, j = 1,2,...,r nalézt k; linedrné nezavis-
Iych feseni rovnice y' = Ay. VSechna tato feSeni maji tvar

;-1
y(z) = eka(v + % (A=AEyv+---+ h (A - )\E)dj_lv) .

Timto zptsobem lze ke k-nasobnému vlastnimu ¢islu A nalézt k linedrné nezavislych
feseni. Dale lze ukazat, ze vSechna takto ziskand ki + k2 + --- + k» = n FeSeni rovnice
y' = Ay jsou linedrné nezavisla.

Za zminku stoji, Ze v pfipadé hermitovské matice, tj. matice, pro kterou transpono-
vanad matice k A je rovna A, jsou vSechna vlastni ¢isla matice A redlna. Specialné to
plati pro realné symetrické matice. Navic nasobnost kazdého vlastniho ¢isla A je rovna
dimenzi prostoru feseni rovnice (A — AE)v = 0, takze takova matice je jednoducha.

Priklady 15.8.14. (1) Vsimneme si jevu, ktery ndm pii FeSeni systému pusobi obtize.
Jestlize fesime systém y’ = Ay s matici

—2 1 -2
1 -2 2|,
1 -1 1
mé charakteristicka rovnice této matice jediny trojnasobny nulovy bod A = —1. Soustava
(A+ 1F)v = 0 ma matici s hodnosti 1, a tedy dimenze prostoru feSeni je 2 a je ostfe
mensi nez nasobnost vlastniho éisla A = —1. Vlastni vektory v = (v1,v2,v3) vyhovuji

jediné rovnici v1 — vz + 2v3 = 0; snadno nalezneme dva nezavislé vlastni vektory (1,1, 0)
a (0,2, 1). Ctenaf mize porovnat efektivitu jednotlivych postupt nalezeni fundamentalni
matice.

(2) Na nésledujicim jednodussim ptikladu ukdzeme pouziti metody zobecnénych vlast-
nich vektori a najdeme obecné feseni systému

yi= 17y1 + 9y,
ys = —25y; — 13ya .

Charakteristickd rovnice mé tvar

det(A—AE) =X -4 +4=(1—-2)>=0.
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Pro vlastni vektory dostaneme rovnici (A —2E)v = 0, tj. systém
150 + 9° =0,
250" — 150° = 0.
Staci tedy nalézt FeSeni jedné z rovnic (jsou linearné zavislé): dostaneme tak obecné feseni

v = (v!, v?) = (=3¢/5, c) a dosazenim ¢ = 5 dostaneme vlastni vektor v = (—3,5). Nyni
nalezneme zobecnény vlastni vektor z = (2%, 2?) feSenim soustavy

152" + 92° = -3,
—25z' — 1522 = 5.

a dostaneme (2%, 2%) = (—(1 + 3d) /5, d), takze pro d = 3 dostaneme z = (-2, 3).
Fundamentalni systém obsahuje feseni

_ 2w, _ 20 (3 _ 2z g [(—3x—2
n@) =eo=c () nyl) =) = (55,
takZe obecné feseni y = (y', y?) rozepsané po slozkich ma tvar
Yyt = =3¢ — (3x + 2) c26”"

yv* = 51 + (52 + 3) cae® .

Priklad 15.8.15. (viz [3], str. 325) Reste pocatecni problém

2 1 3 1
y=10 2 -1]y, y0)=1{(2]. (15.63)
00 2 1

Charakteristicky polynom matice
2 1 3
A=(0 2 -1
0 0 2
je P(\) = (2 — \)3, takze jedingm vlastnim &slem matice A nasobnosti 3 je A1 = 2.
Kazdy vlastni vektor v = (v!,v%,v%) matice A pfislusny k A1 = 2 vyhovuje rovnici
0 1 3 vt
(A-2E)v=[0 0 -1 v | =o0.
00 0/ \

Odtud vyplyva, ze v> = v* = 0 a za v' lze volit libovolné nenulové ¢slo. Proto

1
Yy (z) = e |0
0
je jednim netrividlnim fesenim rovnice y’ = Ay. Matice A tak m4 jediny linearné
nezavisly vlastni vektor prislusny k A\; = 2. Hledejme proto feseni rovnice
0 1 3 0 1 3 0 0 -1 vt 0
(A-2Ev=[0 0 —-1||0 0 —-1]v=[0 0 o] |*|=[0
00 o0o/\0o o0 O 0 0 o) \* 0
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Odtud dostavame v* = 0, pficemz v' a v? lze volit libovolné. Vektor

-

vyhovuje rovnici (A — 2E)?*v = 0 a pfitom (A — 2E)v # 0. Proto

y2($) — eAz 1 — eZze(A—QE)a: 1 —
0 0
" 0 0 1 3 0
:eQI(EJrF(A—QE)) 1| = |E+a|0 0 -1 1] =
’ 0 0 0 0 0
0 1 T
=™ 1) +z|0 =¥ (1
0 0 0

Tak jsme ziskali druhé feseni rovnice y’ = Ay, aviak rovnice (A —2E)?v = 0 ma pouze
dvé linedrné nezavisla reseni; budeme tedy postupovat podle vyse uvedeného algoritmu
déle. Budeme hledat vSechna FeSeni rovnice

1

00 -1\ /0 1 3 0 0 0\ /(v 0
(A-2E*v=[0 0 o0||0 0 —1]w=[0 0 o] [*]|=]0
00 o0/\0o 0 O 0 00 v3 0

Kazdy vektor v € R? je feSenim nalezené rovnice. Jestlize zvolime napf. v = (0,0, 1), je
(A —2E)?v # 0. Proto

0 0
yS(I) — eAz 0 — e2ze(A72E)z 0 —
1 1

2z T 2’ 2 0
=e'<E+F(A72E)+§(A*2E)) 0| =

1
0 3 2 (-1 3z — 3 2°
2x x 2z
=e 0 +z| -1 +7 0 =e -
1 0 0 1

je tieti linedrné nezévislé feseni. Obecné feseni rovnice y’ = Ay je popsano rovnosti

. 1 T Sx—éxz
ylz)=e" |1 | 0| +c2| 1] +es - ,
0 0 1

kde c1,c2,c3 € R. Uzitim pocatecni podminky urc¢ime hodnoty ci1, c2,c3 dosazenim do
predchazejici rovnice a obdrzime tak rovnici

1 1 0 0
2 =c1 | 0| +ece 1 +c3| 0 ;
1 0 0 1
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jejim FeSenim dostaneme c1 = 1, co = 2 a c¢3 = 1. ReSeni pocatecni tlohy je tedy tvaru

1452 — % z?
2x
y(r) =e 2—x
1
Je-li fundamentalni matice pro rovnici ¥y’ = Ay, kliem k feseni rovnice, da se

ocekavat, ze znalost feSeni, pfipadné fundamentalni matice, kterou jsme zavedli v Defi-
nici 15.7.4, ndm miiZe pomoci k uréeni matice e®. K diikazu tvrzeni o jejich souvislosti
budeme potfebovat nékolik jednoduchych lemmat:

Lemma 15.8.16. Matice Y je fundamentdlni matici soustavy y' = Ay, prdvé kdy? je
Y'(z) =AY (z) a det(Y(0)) #0.
Diikaz. Necht y,,9y,,...,y,, jsou sloupcové vektory matice Y. Ziejmé je
Y'(2) = (¥4 @).9b(2). ... uh (@), zER,

a také

AY (z) = (Ay, (2), Ay,(z),..., Ay, (z)), =z €R. (15.64)
Vidime, Ze splnéni n rovnic y} () = Ay, (z), r e Ra k=1,2,...,n, je ekvivalentni se
splnénim jediné ,maticové” rovnice Y'(x) = AY (x). Prvni ¢4st podminky tedy zajis-
tuje, Ze sloupce matice Y (z), = € R, jsou tvofeny FeSenimi rovnice. Druhd ¢ast zajistuje
jejich nezavislost: podle Disledku 15.7.5 je podminka det (Y(O)) # 0 ekvivalentni s pod-
minkou det (Y(ac)) #0, x € R, a tedy i s nezédvislosti sloupcii matice Y. O

Lemma 15.8.17. Maticovd funkce e*® je fundamentdlni matici soustavy popsané rov-
2 ’
nici y' = Ay.

Diikaz. Tvrzeni popisuje obsah rovnosti (15.59), kterou jsme jiz dokézali. a

Lemma 15.8.18. Necht Y a Y™ jsou fundamentdini matice soustavy popsané rovnict
y' = Ay. Potom existuje konstantni matice C, pro kterou je

Y (z)=Y(x)C, z€eR.

Diikaz. Sloupce y,,Ys,...,y, matice Y jsou nezavisld feseni rovnice y’ = Ay. Proto
kazdé z feSeni y7,y5,..., vy, je linedrni kombinaci
Y; =iy + Yo+ Gay,, J=1,2,..,1. (15.65)

Necht C' je matice (¢1,¢2,...,cn), kde
Cj1
G =\ :1;
Cjn

pak n rovnic (15.65) je ekvivalentnich maticové rovnici Y *(z) = Y (z) C, = € R, ¢mz
je lemma dokézano. O
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Véta 15.8.19. Necht Y = Y (z) je fundamentdlni matice systému popsaného rovnici
y'(z) = Ay(z), z € R. Potom

e =Y ()Y 10), z€eR, (15.66)
tj. soucin libovolné fundamentdlni matice Y rovnice y' = Ay s matici k ni inverzni

vycislenou v bodé 0 ddvd vidy matici e*®.

Diikaz. Ozna¢me Y fundamentalni matici rovnice y’ = Ay. Potom existuje podle Lem-
mat 15.8.17 a 15.8.18 konstantni matice C' tak, ze je

e =Y (x)C.
Dosadme do této rovnosti z = 0. Z E = Y (0) C vyplyva, ze C = Y ~*(0), coz jiz dava
dokazovanou rovnost. O
Az

Dalsi metody pro vypocet matice e
aplikaci dokazaného tvrzeni.

nalezne Gtendf napf. v knize [8]. Ukazeme si

Piiklad 15.8.20. Reste diferencidlni rovnici s pocateéni podminkou

1 1 -1 0
y=Ay=|[-1 2 -1]y, y0)=|1
2 —1 4 0

Nejprve ur¢ime charakteristickou rovnici soustavy:
1-A 1 -1
PO =| -1 2-x -1 |=(X-2°0L-3)=0.
2 -1 4-X
Resenim rovnice
-2 1 -1\ (o'
-1 -1 -1 v ] =0,
2 -1 1)\

kterou snadno upravime na ekvivalentni systém dvou nezavislych rovnic
1 2 3
—2v + v =0 =0
2 3
3vT+v° =0

uréime jeden (nezavisly) vlastni vektor v = (v?, v2, v*) piislusny k vlastnimu &islu A = 3:
v = (2, 1,-3). Pro dvojnasobné vlastni ¢islo A = 2 dostaneme rovnici

-1 1 -1 vl
-1 0 -1 v | =0,
2 -1 2 03

ze které ziskame ekvivalentni systém rovnic
1 2 3
—v + v —v =0

1 3
- —v° =0
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s jedinym dal$im linedrné nezavislym fesenim v = (1, 0, —1). Musime tedy sdhnout
k hledani zobecnéného vlastniho FeSeni: budeme fesit rovnici
-1 1 -1\ /-1 1 -1 ot -2 0 =2\ /[t
-1 0 —-1]|-1 0 -1 vl =(-1 0 —1][*|=0.
2 -1 2 2 -1 2/ \* 3 0 3\

S touto rovnici ekvivalentni soustava se redukuje na jedinou linearni rovnici

ot +04=0

s dalsim linedrné nezavislym feSenim v = (1,1, —1). Pfejdeme od nezavislych zobecné-
nych vlastnich vektort k linedrné nezavislym feSenim rovnice y’ = Ay. Dostdvame

2 1
yl = e3$ 1 El yz = e2w O El
-3 -1
1 0 0 -1 1 -1 1
y;=e* [0 1 0)+z|-1 0 -1 1| =
0 0 1 2 -1 2 -1
11— = —x 1 1+xz
= -z 1 —z 1| =e> 1
2x —x 1+ 2z —1 —1—z
Fundamentalni matice ma tvar
2e3ac eQm (1 + J:) e2m
eBz 0 e2z
*3631 *621 7(1 + .7}) e21

Vypocteme jeji hodnotu v bodé 0 a k takto vzniklé matici spocteme matici inverzni:

-1 0 -1
2 -1 1
1 1 1

Dosadime do vzorce (15.66), ¢imz dostaneme ed” v yuzavieném tvaru“, tedy nikoli ve
formé nekonec¢né rady:

—2e* + (3+2)e*™  ze®™ 2634 (24 1)e*
eAa',‘ _ _e3a: + e?z e?z _eBZ + e2:c
3e31 _ (3 + 1’) eQz _meZz 3e31 _ (2 + [K) e2z

Toho muzeme vyuzit k dofeseni tlohy (srovnejte s prvnim ¢lenem ve vzorci (15.60)):
hledané feseni y vyhovujici dané pocatecni podmince je popsano rovnosti

0 ze®
y(I) _ eAac 1 _ e21
0 —ze®

K tomuto prikladu se jesté jednou vratime; pro srovnani ho spoc¢teme jinou metodou.



15.8. SYSTEMY ROVNIC S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY 475
Poznamka 15.8.21. Protoze jsme prevadéli feSeni linedrni rovnice n-tého fadu na fe-
Seni specialniho systému 1.tadu, lze tusit, ze mezi obéma problémy je tzka souvislost.
To lze vyuzit i p¥i v¥poctu fundamentalni matice e. Vysledek uvedeme pro informaci
bez dukazu:
Véta 15.8.22. Necht A je matice typu n X n a necht

A" +a1An71 +-4apn-1A+a,=0

je jeji charakteristickd rovnice. Necht y je veseni diferencidlni rovnice

Yy +ary™ Y 4t anay Fany =0

splnugict pocdtecni podminky

Potom plati
e = 21(2)E + 22(x)A+ - + zo(x) A",

kde zi, = zi(x) obdrzime z feseni y = y(x) transformact

21 ap-1 Qap—2 ... a1 1 Y
Z2 Ap—2 QAn—3 . 1 0 y'
Zn 1 0 ... 0 0/ \ymV

Staci tedy umét fesit jen rovnice n-tého fadu a znat tuto vétu. U systému rovnic je
situace v pripadé nasobnych korenti charakteristické rovnice ¢asto komplikovanéjsi nez
u jediné rovnice vys$siho fadu, kde je vysledek relativné jednoduchy.

Pro feseni rovnice y’' = Ay lze uzit také Jordanova kanonického tvaru matice A. To
je vyhodné vzhledem ke znalostem ziskanym eventualné jiz dfive v ramci studia algebry.
Jak bylo jiz zminéno, tato partie je s mnozstvim piikladd zpracovana v [2], omezime se
proto jen na zakladni popis metody, kterd je tam detailné popsana. Poznamenejme, ze
trochu odlisny tvar Jordanovych bunék (s jedni¢kami ,pod diagonalou®) neni podstatny.
Pfipomenme, ze dvé ¢tvercové matice A, B se nazyvaji podobné, existuje-li regularni
matice C tak, Ze plati

A=C7'BC.

Mezi vSemi maticemi podobnymi matici A hraje vyznamnou roli jeji Jordantiv kanonicky
tvar. Pfipomenime, Ze ¢tvercovd matice tvaru

A1 0 ... 0O
0O x 1 ... 00
00 X ... 0 O
0 0 0 A

o
(=)
o
o
> =
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se nazyva Jordanova burika. Diagonélni blokova matice, bloky na jejiz diagonale jsou
Jordanovy bunky, se nazyva Jordanova matice. Je znamo, ze kazda matice s realnymi
prvky je podobné jisté Jordanové matici, avSak nad télesem komplexnich ¢isel. Tato
Jordanova matice je urcena az na potradi Jordanovych bunék na diagonéle jednoznacné.
Zkracené fikame, ze kazda takova matice ma Jordaniv kanonicky tvar. Metoda nalezeni
Jordanova kanonického tvaru matice A a prislusné transformacéni matice C je soucésti
latky probirané v zakladnim kursu linearni algebry.

Resime-li rovnici 4y’ = Ay, nalezneme Jordantiv kanonicky tvar J matice A spolu
s matici C, pro kterou J = C7'*AC, resp. CJC~! = A. Polozime-li z = C 'y, je pak
rovnost y' = Ay ekvivalentni s rovnosti

cly =c ' (cICc Hy=JC 'y,

a tedy s rovnosti z’ = Jz. Rovnice se tak rozpadne na mensi systémy, které odpovidaji
jednotlivym Jordanovym bunkam. Tyto soustavy jiz snadno fesime. Tak napt. Jordanové
burice

A1 0 O
0O A 1 0
0 0 X 1
0 0 0 X
odpovida systém rovnic
21 = Az1 + 22,
25 = Az + 23,
25 = Azs + 24,
zﬁl = Azg,

jehoz FeSeni je, jak se snadno pfesvéd¢ime pfimym vypoctem, tvaru (feSime zde ,od-
zadu*)

Az
z4 = ae”

23 = (az + b)e)‘m ,
2
_[ax R Az
Zo = (—2 +b$+c>e ,

3 2

z1 = (ﬂ+bi+cx+d)e)‘z.
6 2

Pro obecnou Jordanovu bunku si ¢tenar snadno reseni predstavi. Tak postupné nalez-

neme feSeni, odpovidajici vSem Jordanovym bunkam a sestrojime tak feseni z. Tim

ovSem feSeni systému nekon¢i, musime jesté provést ,zpétnou transformaci® a prejit tak

od FeSeni systému z’ = Jz k feSeni systému y’ = Ay. Protoze z = C 'y, je y = Cz.

Priklad 15.8.23. Vratime se nyni k tloze, kterou jsme fesili v P¥ikladu 15.8.20 a spoc-
teme matici e4® jinak, pomoci pfevodu na Jordantiv tvar. Pfipomeiime, %e matice A
byla dana ve tvaru
1 1 -1
A=|-1 2 -1
2 -1 4
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a ze jsme urcili jeji vlatni ¢isla A = 3 s nasobnosti 1 a A = 2 s nasobnosti 2; vlastnimu
¢islu 2 odpovid4 jediny nezévisly vlastni vektor. Jordantv tvar J matice A pak je (potradi
bunék na diagonale si muzeme zvolit, avSak to ovlivni transformac¢ni matici C, kterou
musime uréit ®)

2 1 0

J=10 2 0

0 0 3
Tento tvar jsme uréili snadno téz diky rozméru matice (viz [3]), potfebujeme vSak jesté
transformac¢ni matici C a také i C 1. Z rovnice

c11 Ci2 C13 1 1 -1 2 1 0 €11 Ci2 C13
C21 C22 (23 —1 2 -1\ = 0 2 0 C21 C22 C23
c31 €32 €33 2 -1 4 0 0 3 c31 €32 €33
uré¢ime Upravami zndmymi z algebry
3 0 2 1 0 -2
c=(111], ct'=(0 1 -1
1 0 1 -1 0 3
Protoze
e2a: T e2z 0
er _ 0 821 0
0 0 e
plyne odtud
1 0 =2\ [/e* ze* 0 3 0 2
= 0 1 -1 0 e* 0 11 1=
-1 0 3 0 0 & 10 1
—2e% 4 (34 1x)e®™ e 23 4 (2+x)e™
_ 3z 2x 21 3z 2z
= —e”" +e e —e”" +e

3¢ — (3+x)e*™  —xe®®  3e¥ — (24 1)

Ctenéf si mtize jen ztézi udélat obrazek o pracnosti jednotlivych uvedenych postupt
z nékolika mélo prikladd, které jsme uvedli. Volba téchto postupt je vzdy podminéna
tim, co fesitel tlohy lépe ovlada. Radu fesenych piikladii lze nalézt napt. v [14].
Vytesili jsme systém y’ = Ay+b(x) pro specilni piipad b(z) = 0 a mame k dispozici
metodu variace konstant, pomoci niz muzeme fesit systém i v pripadé obecné vektorové
funkce b spojité na intervalu I C R. AvSak tento postup muze byt velmi pracny; v pfipadé
linedrni rovnice n-tého fadu jsme pro specidlni tvar ,pravé strany“ rovnice b(z) pouzili
Casto méné pracnou metodu porovnavani koeficienti, ktera navic ,,obchazela“ integraci.
tvrzeni: Jestlize jsou slozky vektoru b = b(x) polynomy stupné nejvyse r-tého a jestlize
0 je k-ndsobnym kotenem charakteristické rovnice matice A, pak existuje partikuldrni
resent systému
y = Ay +b(z), (15.67)

6) Pokud zname vlastni ¢isla matice, nelze z nich u rozmérngjsich matic uréit tvar matice
J. Proto je dobré transformac¢ni matici uréovat soubézné s prevodem na Jordanuv tvar.
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jehoZ slozky jsou polynomy stupné nejvyse (r + k)-tého. Poznamenejme, ze k = 0, pravé
kdyz determinant det(A) matice A neni roven 0. Proti pfipadu jedné linedrni rovnice
n-tého Fadu se mohou ve slozkach feseni vyskytovat s nenulovymi koeficienty i mocniny
stupné mensiho nez k. Rovnéz neni bez zajimavosti, ze tvrzeni plati i pro ,komplexni
pripad*.

Nebudeme uvadét specialni tvar partikularniho feseni pro pripad, ze slozky vektoru
b obsahuji polynomialni nasobky goniometrickych funkci a zformulujeme vysledek jen
pro ,komplexni p¥ipad“: Necht v rovnici (15.67) je vektor b tvaru b(z) = e Q, (z),
A € C, kde slozky vektoru Q,. jsou (obecné komplexni) polynomy stupné nejvyse r-tého.
Potom existuje Teseni y systému (15.67) tvaru

y(z) = " Ryyi(2),
kde R,y je matice, jejimiz pruky jsou polynomy stupné nejvyse (r+k)-tého a kde k je
ndsobnost ¢isla \ jakozto korene charakteristického polynomu matice A. Poznamenejme
koneéné na zévér této Casti, ze i v tomto pfipadé muzeme vyuzit princip superpozice
k rozkladu b na takové vektory, na které lze aplikovat predchéazejici tvrzeni na kazdy
zvI4st.

15.9 Autonomni systémy

V tomto odstavci se budeme kratce zabyvat stabilitou feSeni, avSak pouze pro tzv. au-
tonomni systémy. Jsou to systémy tvaru (15.17), v nichz pravé strana nezavisi na pro-
ménné x. I v pripadé, ze je neumime Tesit, existuji moznosti, jak se o chovani jejich
feseni alespon ve specidlnich pfipadech nékteré véci dozvédét.

Budeme tedy studovat autonomni systém

y' = fy). (15.68)

Pro potfeby tohoto zavérecného odstavce dale predpokladame, ze vsechna feSeni, se
kterymi pracujeme, jsou spojité rozsifena do bodu 0 a jsou to tedy funkce definované na
neomezeném intervalu [0, +00). PopiSme otazky, které nas zajimaji:

(A) Existuje konstantni feseni, které reprezentuje rovnovdzny stav systému, tj. takové
y° € R™, pro které je y(x) = y° pro viechna z > 07

(B) Necht y, je feSenim rovnice (15.68) a necht y, je takové FeSeni (15.68), pro které
je v bodé 0 norma rozdilu ||y, (0) — y,(0)| ,mald“. Bude y,(z) také ,blizko* y,(x) i pro
vSechna z > 07

(C) Pokud feseni (15.68) existuje na néjakém intervalu (0, +00), jak se chova pro
x — +o0 ? Existuje nap¥. néjaky rovnovazny stav y° tak, Ze pro viechna feSeni y systému
(15.68) je limy— oo y(z) = y°?

Otazka (A) neni tézka. Ma-li y(z) = y° byt feSenim systému (15.68), pak je y’ = 0,
a tedy: y° je rovnovdingm stavem systému (15.68), prdvé kdyz je
fly’)=o0.
Otéazka (B) je slozit&jsi. Vyzaduje pfedevsim piesnéjsi popis problému, ktery posky-
tuje nasledujici definice:



