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Abstrakt

V této bakalá°ské práci se v¥nujeme studiu geometrických úloh, jejichº °e²ení
vede na diferenciální rovnice prvního °ádu. Pozornost je v¥nována zejména úlohám
hledání k°ivek, jejichº te£na nebo normála spl¬ují n¥kterou speci�ckou vlastnost.

Abstract

In this thesis we study geometric problems which can be solved using di�erential
equations. In particular, we study problems leading to seeking curves whose tangens
or normals ful�l some special conditions.
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Úvod

Tato práce se zabývá °e²ením geometrických úloh vedoucích na diferenciální rovnice prvního
°ádu. Práce se skládá ze t°í kapitol: Základy diferenciálního po£tu (kapitola 1), Diferenciální
rovnice 1. °ádu (kapitola 2), Geometrické úlohy (kapitola 3). K vytvo°ení práce m¥ vedla
snaha vytvo°it text, který ukazuje n¥které jednoduché aplikace diferenciálních rovnic.

V první kapitole stru£n¥ uvádím de�nici derivace a na jejím základ¥ ukazuji její geometrický
význam. Sou£ástí první kapitoly je dále pasáº o te£ných a normálách k°ivek a v¥ta o derivaci
implicitn¥ zadané funkci dvou prom¥nných.

Ve druhé kapitole jsou uvedeny základní typy diferenciálních rovnic prvního °ádu a stru£ný
popis jejich °e²ení demonstrovaný na konkrétních p°íkladech. Cílem této kapitoly je, aby
byl £tená° neobeznámený s metodami °e²ení diferenciálních rovnic schopen porozum¥t
°e²ení diferenciálních rovnic obsaºených v geometrických úlohách (viz kapitola 3). Hlavním
zdrojem zadání diferenciálních rovnic v této kapitole je [2]. Sou£ástí kapitoly je také
odvození diferenciálních rovnic slouºících k nalezení izogonálních resp. ortogonálních
trajektorií systém· k°ivek.

T°etí kapitola tvo°í jádro práce. Uvádím v ní °e²ené geometrické úlohy, které vedou
(s výjimkou °e²eného p°íkladu £. 2 a ne°e²ených p°íklad· £. 2 a 3) na °e²ení diferenciálních
rovnic 1. °ádu. V úlohách vystupují zejména te£na a normála k°ivek, £ást úloh (úlohy 19-23)
je zam¥°ena na hledání izogonálních (resp. ortogonálních) trajektorií. Cílem °e²eného
p°íkladu £. 2 a ne°e²ených p°íklad· £. 2 a 3 je procvi£ení geometrické a po£etní orientace
p°i práci s te£nami a normálami (v rámci p°íklad· se dokazuje p°ípadn¥ ov¥°uje n¥jaké
tvrzení). Základním zdrojem, ze kterého jsem p°i tvorb¥ této kapitoly £erpal, byl [2].
U °e²ených p°íklad· 6, 7, 9, 14-16, 18, 20 jsem p°evzal zadání z [2], °e²ení úloh je pak
moje vlastní. Úlohu 24 jsem p°evzal ze zdroje [5] (v tomto zdroji je uvedeno i její °e²ení,
pro ú£ely práce jsem jej ale p°epracoval, upravil a doplnil). Zbývající °e²ené úlohy jsou
pak z velké £ásti mnou vymy²lené (nalezené zkoumáním, p°ípadn¥ vzniklé modi�kací úloh
nap°. ze zdroje [2]). Na konci kapitoly jsou uvedeny ne°e²ené p°íklady a jejich výsledky
(zadání ze zdroje [5] p°evzato u p°íklad· 9-11, 13, jinak se jedná p°eváºn¥ o moji tvorbu).

Konec °e²ení je u kaºdého °e²eného p°íkladu ozna£en znakem �. U £tená°· se p°edpokládá
znalost diferenciálního a integrálního po£tu funkcí jedné prom¥nné.

viii



Kapitola 1

Základy diferenciálního po£tu

1.1 Derivace a její geometrický význam

De�nice: Bu¤ f funkce a bod x0 ∈ D(f). Existuje-li

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

, (1.1)

nazýváme tuto limitu derivací funkce f v bod¥ x0 a zna£íme f ′(x0).
_

Uvaºujme nyní sm¥rnici k obecné p°ímky y = kx+ q, procházející body [x0, y0] a [x1, y1],
x0 6= x1. Platí

k =
y1 − y0

x1 − x0

= tgϕ,

kde ϕ je úhel, který svírá p°ímka s kladným sm¥rem osy x. Rovnice této p°imky je

y − y0 = k(x− x0).

P°edpokládejme nyní, ºe tato p°ímka je se£nou grafu známé funkce f a je ur£ena bodem
[x0, f(x0)] této funkce a dal²ím libovolným bodem grafu [x, f(x)]. Sm¥rnice této p°ímky
je

k =
f(x)− f(x0)

x− x0

= tgϕ.

Rozumíme-li te£nou s bodem dotyku T [x0, f(x0)] limitní polohu uvaºované se£ny, kdy se
bod x blíºí bodu x0, bude její sm¥rnice

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= tgϕ,

coº se shoduje s de�nicí (1.1) derivace funkce f v jejím bod¥ x = x0. P°ipome¬me, ºe
ϕ ozna£uje úhel, který tato te£na svírá s kladným sm¥rem osy x. Je vid¥t, ºe geometrický
význam derivace funkce f v bod¥ [x0, f(x0)] je sm¥rnice te£ny ke grafu funkce f vedené
tímto bodem.
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1.2 Te£na a normála ke grafu funkce

Uvaºujme funkci f = f(x). Vyuºijeme-li faktu, ºe geometrický význam derivace f ′(x0)
v bod¥ [x0, f(x0)] funkce f je sm¥rnice k te£ny y = kx + q vedené bodem x0 (p°esn¥ji
bodem [x0, f(x0)], pokud v²ak v dal²ím textu práce bude z°ejmé o jakou funkci f se jedná,
budeme se odvolávat pouze na x-ovou sou°adnici bodu), získáme rovnici te£ny ke grafu
funkce f v jejím bod¥ x0 (s vyuºitím f(x) = y budeme místo f(x) v dal²ím textu psát y):

y − y0 = y′(x0)(x− x0). (1.2)

Uvaºujme dále normálu ke grafu funkce f vedenou bodem x0. Jelikoº dv¥ p°ímky jsou kolmé
práv¥ tehdy, kdyº sou£in jejich sm¥rnic je roven −1, musí totéº platit pro te£nu a normálu
vedené spole£ným bodem x0. Vyuºijeme-li tento fakt a nahradíme v rovnici (1.2) výraz
y′ výrazem − 1

y′
, získáme rovnici normály ke grafu funkce f vedené jejím bodem [x0, y0]:

y − y0 = − 1

y′(x0)
(x− x0). (1.3)

Ur£eme dále úseky, které vytíná te£na resp. normála na sou°adných osách. Nejprve uva-
ºujme pr·se£íky te£ny (vedené bodem [x0, y0] k°ivky y = f(x)) se sou°adnými osami.
Dosadíme-li body [x̄, 0] a [0, ȳ] do rovnice (1.2) a vyjád°íme z t¥chto dosazení postupn¥
x̄ a ȳ, dostaneme:

x̄ = x0 −
y0

y′(x0)
, (1.4)

ȳ = y0 − x0 · y′(x0). (1.5)

V takto získaných vyjád°eních je x̄ (resp. ȳ) x-ová (resp. y-ová) sou°adnice pr·se£íku te£ny
a osy x (resp. osy y). Dále |x̄| (resp. |ȳ|) udává délku úseku vy´atého te£nou k°ivky na ose
x (resp. ose y). Podobn¥ pro normálu lze uvaºovat její pr·se£íky s osami, které ozna£íme
[x̃, 0] a [0, ỹ]. Dosazením t¥chto sou°adnic do rovnice (1.3) a vyjád°ením x̃ a ỹ dostaneme:

x̃ = x0 + y0 · y′(x0), (1.6)

ỹ = y0 +
x0

y′(x0)
. (1.7)

_
V t¥chto vyjád°eních je x̃ (resp. ỹ) x-ová (resp. y-ová) sou°adnice pr·se£íku normály k°ivky
a osy x (resp. osy y). Dále |x̃| (resp. |ỹ|) udává délku úseku vy´atého touto normálou na
ose x (resp. ose y).

_
Pro úplnost uvaºujme je²t¥ sm¥rnici te£ny k°ivky zadané parametricky. Je-li graf funkce
f k°ivka zadaná parametricky rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), pak za p°edpokladu ϕ′(t) 6= 0
je tato funkce v okolí bodu t = t0 prostá. Tedy v bod¥ t0 existuje inverzní funkce ϕ−1.
V okolí bodu t0 dále platí t = ϕ−1(x), odkud y = ψ(t) = ψ (ϕ−1(x)). Derivováním
a vyuºitím v¥ty o derivaci inverzní funkce získáme:

y′ = ψ′
(
ϕ−1(x)

)
·
(
ϕ−1(x)

)′
= ψ′

(
ϕ−1(x)

)
· 1

ϕ′ (ϕ−1(x))
=
ψ′(t)

ϕ′(t)
.
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Dosazením t = t0 pak získáme vztah pro sm¥rnici te£ny k°ivky x = ϕ(t), y = ψ(t)
v jejím bod¥ [ϕ(t0), ψ(t0)]:

y′(t0) =
ψ′(t0)

ϕ′(t0)
. (1.8)

_

1.3 Derivace implicitn¥ zadané funkce dvou prom¥nných

Uvaºujme rovinnou k°ivku, jejíº rovnici nelze upravit na tvar y = f(x). Pro výpo£et
derivace y′ pak pouºijeme následující v¥tu:

_
V¥ta: Nech´ je dána funkce dvou prom¥nných F (x, y) = 0 a nech´ F má v n¥jakém okolí
bodu [x0, y0] spojité parciální derivace F ′x a F ′y a dále nech´ F ′y(x0, y0) 6= 0. Pak existuje
okolí Oδ(x0) ⊂ R a existuje práv¥ jedna funkce f de�novaná na tomto okolí taková, ºe
f(x0) = y0, F (x, f(x)) = 0 pro v²echna x ∈ Oδ(x0) a na Oδ(x0) má f spojitou derivaci,
pro kterou platí

f ′(x) = −F
′
x(x, y)

F ′y(x, y)
, (1.9)

kde y = f(x). O funkci f stru£n¥ hovo°íme jako o implicitn¥ zadané funkci.
_
_

Funkci dvou prom¥nných lze derivovat také tak, ºe derivujeme rovnost bez vyjád°ení
y a na y se díváme jako na �sloºenou funkci�, která je implicitním zadáním x. Z takto
vzniklé rovnice pak vyjád°íme y′.

_
_

P°íklad: Ur£ete derivaci y′ implicitn¥ zadané funkce x2 + xy − 2y3 = y2.
_

�e²ení. Rovnici zderivujeme a na y se díváme jako na implicitní funkci x:

2x+ y + xy′ − 6y2y′ = 2yy′.

Za zvlá²tní zmínku stojí fakt, ºe xy jsme derivovali podle vzorce pro derivaci sou£inu.
Ze vzniklé rovnice vyjád°íme y′:

y′ =
2x+ y

6y2 + 2y − x
.

Výsledek odpovídá derivování podle vzorce (1.9). �
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Kapitola 2

Diferenciální rovnice 1. °ádu

Diferenciální rovnice prvního °ádu jsou obecn¥ rovnice F (x, y(x), y′(x) ) = 0. V rámci
rovnice je moºné u °e²ení diskutovat podmínku y(a) = b, neboli poºadavek, aby °e²ení
rovnice procházelo bodem [a, b]. Této úloze se pak °íká po£áte£ní úloha (nebo tzv. Cau-
chyho problém), °e²ení je konkrétní k°ivka (k°ivky) a takové °e²ení nazýváme partikulární
°e²ení. Obecn¥ je °e²ení diferenciální rovnice prvního °ádu závislé na volb¥ konstanty K.
O takovém °e²ení rovnice hovo°íme jako o tzv. obecném °e²ení. V p°ípad¥, ºe je n¥jaká
dal²í funkce °e²ením diferenciální rovnice, ale z obecného °e²ení ji není moºné získat ºád-
nou volbou konstanty K, hovo°íme o singulárním °e²ení rovnice.

2.1 Diferenciální rovnice se separovanými prom¥nnými

Rovnice se separovanými prom¥nnými jsou rovnice tvaru y′ = f(x) · g(y). Tyto rovnice
°e²íme tak, ºe y′ rozepí²eme jako dy

dx
a rovnici upravíme do tvaru dy

g(y)
= f(x)dx, kdy ob¥

strany rovnice zintegrujeme. Pokud má rovnice g(y) = 0 °e²ení, je pot°eba zvlá²´ vy²et°it,
zda se jedná o singulární °e²ení rovnice (tato °e²ení nemusí být zahrnuta v obecném °e²ení
rovnice).

P°íklad: �e²te rovnici y ln y + xy′ = 0.

�e²ení. Derivaci y′ rozepí²eme jako dy
dx

a ob¥ strany rovnice upravujeme:

y ln y + xdy
dx

= 0,

−
´

dx
x

=
´

dy
y ln y

.

Nyní zintegrujeme ob¥ strany rovnice. Integrál na levé stran¥ rovnice je elementární, inte-
grál na pravé stran¥ rovnice °e²íme pomocí substituce t = ln y. Výsledky dále upravujeme:

−ln |x| = ln |ln y|+ c, c ∈ R,
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ln 1
|x| = ln |ln y|+ ln ec, c ∈ R.

Výraz ec nahradíme konstantou K, která nabývá pouze kladných hodnot a s vyuºitím
pravidel pro po£ítání s logaritmy dále upravujeme:

ln 1
|x| = ln(K |ln y|), K > 0,

1
|x| = K |ln y| , K > 0.

Odstran¥ním absolutních hodnot se sou£asným povolením záporných hodnot konstanty K
získáme °e²ení rovnice:

1
x

= K ln y, K ∈ R \ {0}.

Hodnota K = 0 je v tuto chvíli pro konstantu K nep°ípustná, protoºe odstran¥ním
absolutních hodnot jsme k moºným hodnotám K p°idali v²echny moºné hodnoty −K,
ale tímto zp·sobem jsme nep°idali hodnotu 0.

_
Nyní je pot°eba uváºit rovnici y ln y = 0, kterou jsme kv·li podmínce dané jmenovatelem
zlomku byli aº dosud nuceni vylou£it z uvaºovaných hodnot y. Tato rovnice má dv¥ °e²ení.
První °e²ení je y = 0, které ale kv·li de�ni£nímu oboru logaritmu nevyhovuje zadání (nulu
nelze dosadit). Druhé °e²ení y = 1 (které je ekvivalentní s rovnicí ln y = 0) je (jak lze
snadno ov¥°it dosazením do zadání) °e²ením p·vodní diferenciální rovnice. Toto °e²ení lze
ale získat volbou K = 0, proto o tuto hodnotu roz²í°íme moºné hodnoty konstanty K.

_
Celkov¥ je tedy 1

x
= K ln y, K ∈ R, odkud lze obecné °e²ení rovnice vyjád°it jako

y = e−Kx, K ∈ R. �

_

2.2 Homogenní rovnice

Homogenní rovnice jsou rovnice, které mohou být zapsány ve tvaru y′ = f( y
x
). Tyto rovnice

°e²íme pouºitím substituce z = y
x
£ímº získáme rovnici se separovanými prom¥nnými.

Podrobn¥ji si tento postup ukáºeme na p°íkladu:

P°íklad: �e²te rovnici x2 + y2 = 2xyy′.

�e²ení. Rovnici v zadání je pot°eba vynásobit výrazem 1
x2

aby bylo patrné, ºe jde o homo-
genní rovnici:

1 + y2

x2
= 2 y

x
y′.
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Pouºijeme substituci z = y
x
, ze které vyjád°íme y = zx a y′ = z′x + z. Po dosazení do

rovnice získáme novou rovnici, kterou budeme dal²ími úpravami p°evád¥t na rovnici se
separovanými prom¥nnými a dále upravíme:

1 + z2 = 2z(z′x+ z),

1 + z2 = 2zx dz
dx

+ 2z2,

1
x

dx = 2z
1−z2 dz.

Nyní zintegrujeme ob¥ strany rovnice:
´

1
x

dx = −
´ −2z

1−z2 dz.

Integrál na levé stran¥ rovnice je elementární, v p°ípad¥ integrálu na pravé stran¥ je
v £itateli zlomku derivace jmenovatele, £ehoº lze vyuºít pro integraci:

ln |x| = −ln |1− z2|+ c, c ∈ R.

S vyuºitím stejného postupu jako v p°íkladu °e²eném v rámci rovnic se separovanými
prom¥nnými dále získáváme:

ln |x| = ln 1
|1−z2| + ln ec, c ∈ R,

ln |x| = ln K̃
|1−z2| , K̃ > 0,

|x| = K̃
|1−z2| , K̃ > 0,

x = K̃
1−z2 , K̃ ∈ R \ {0},

1− z2 = Kx, K ∈ R \ {0}.

Konstantu K jsme z K̃ získali jako K = 1

K̃
. V pr·b¥hu °e²ení rovnice jsme kv·li podmínce

dané jmenovatelem byli nuceni p°edpokládat, ºe z2 6= 1, ale dosazením z = ±1 do zadání
rovnice po substituci je vid¥t, ºe se také jedná o °e²ení rovnice. Díky úprav¥ konstanty
K = 1

K̃
lze tato °e²ení z obecného °e²ení získat volbou konstanty K = 0, tudíº konstanta

K m·ºe nabývat libovolné reálné hodnoty.

Nyní je pot°eba je²t¥ zp¥tné dosazení substituce z = y
x
. Dosazením do námi získaného

°e²ení získáme obecné °e²ení rovnice ve tvaru 1− y2

x2
= Kx, K ∈ R.

�
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2.3 Lineární diferenciální rovnice

Lineární diferenciální rovnicí nazýváme rovnici tvaru y′ − a(x)y = b(x). �e²it tuto rovnici
lze dv¥ma zp·soby. Jedna z moºností je metoda variace konstanty, druhá moºnost je metoda
integra£ního faktoru. Jelikoº v rámci geometrických úloh v kapitole 3 je pouºívána metoda
integra£ního faktoru, popí²eme pouze ji. Metoda variace konstanty je popsána nap°. v [1].

P°i °e²ení metodou integra£ního faktoru nejprve rovnici upravíme na tvar

y′ = a(x)y + b(x). (2.1)

Ob¥ strany rovnice pak vynásobíme výrazem e−
´
a(x) dx, který se nazývá integra£ní faktor.

Rovnici lze potom upravovat takto:

y′e−
´
a(x) dx − a(x)ye−

´
a(x) dx = b(x)e−

´
a(x) dx,

(ye−
´
a(x) dx)′ = b(x)e−

´
a(x) dx,

ye−
´
a(x) dx =

´ (
b(x)e−

´
a(x) dx

)
dx+K, K ∈ R,

y = e
´
a(x) dx

[´ (
b(x)e−

´
a(x) dx

)
dx+K

]
, K ∈ R,

coº je obecné °e²ení lineární diferenciální rovnice y′ = a(x)y + b(x).

P°íklad: �e²te po£áte£ní úlohu y′ − x+1
x
y = x2, y(1) = −2.

�e²ení. Rovnice v zadání je ve tvaru (2.1), tudíº je ve tvaru, kdy ji budeme násobit inte-
gra£ním faktorem. Nejprve nalezneme integra£ní faktor:

e−
´

x+1
x

dx = e−
´

(1+ 1
x

) dx = e−x−ln x = e−x · e−ln x = e−x · 1
x
.

Tímto integta£ním faktorem vynásobíme ob¥ strany diferenciální rovnice a dále upravu-
jeme:

y′ 1
x
e−x − y x+1

x2
e−x = xe−x,

(
y 1
x
e−x
)′

= xe−x,

y
x
e−x =

´
xe−x dx.

K vy°e²ení integrálu na pravé stran¥ rovnice pouºijeme metodu per partes:

y
x
e−x =

´
xe−x dx = −xe−x +

´
e−x dx = e−x(−x− 1) + c, c ∈ R.

7



Dal²ími úpravamí získáme:
y
x
e−x = e−x(−x− 1) + c, c ∈ R,

y = xexe−x(−x− 1) + cxex, c ∈ R,

y = −x2 − x+ cxex, c ∈ R,
coº je obecné °e²ení diferenciální rovnice. Nyní je²t¥ nalezneme partikulární °e²ení spl¬ující
podmínku y(1) = −2. Dosadíme-li v obecném °e²ení za x hodnotu 1 a za y hodnotu 2,
získáme rovnici −2 = −1− 1 + c · e, ze které plyne c = 0. Tudíº námi hledané partikulární
°e²ení je y = −x2 − x. �

_

P°i °e²ení diferenciálních rovnic je n¥kdy výhodn¥j²í zam¥nit prom¥nné a získat diferenci-
ální rovnici, ve které vystupuje x′. Toho lze docílit vyuºitím vztahu y′ = dy

dx
= 1

dx
dy

= 1
x′
.

V následujícím p°íkladu si uvedeme rovnici, která po zam¥n¥ní prom¥nných p°ejde na
lineární diferenciální rovnici:

P°íklad: Metodou zám¥ny prom¥nných °e²te rovnici (ey − x)y′ = y.

�e²ení. Nejprve rovnici p°epí²eme tak, aby v ní vystupovalo x′:

ey − x = yx′.

Tato rovnice je lineární diferenciální. Ze tvaru x′+ x
y

= ey

y
je vid¥t, ºe integra£ní faktor bude

e
´ dy

y = eln y = y. Po vynásobení obou stran rovnice integra£ním faktorem dále upravujeme:

x′y + x = ey,

(xy)′ = ey,

xy =
´
ey dy = ey + c, c ∈ R,

odkud jiº získáme obecné °e²ení diferenciální rovnice ve tvaru x = ey+c
y
, c ∈ R. �

_

2.4 Bernoulliova rovnice

Bernoulliova rovnice je rovnice tvaru y′+ a(x)y = b(x)yr, r 6= 0, r 6= 1. Jestliºe r = 0 nebo
r = 1, jde o lineární diferenciální rovnici. V opa£ném p°ípad¥ vyd¥líme rovnici výrazem yr

a pouºijeme substituci z = 1
yr−1 , která p°evede rovnici na lineární diferenciální.

P°íklad: �e²te rovnici y′ = 4 y
x

+ x
√
y.

_
�e²ení. Rovnici upravíme na tvar y′ + a(x)y = b(x)yr a vyd¥líme výrazem

√
y:

y′√
y
− 4

√
y

x
= x.
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Zavedeme substituci z =
√
y, ze které vyjád°íme z′ = 1

2
· y′√

y
, odkud y′ = 2z′

√
y. Dal²ími

úpravami získáme

2z′ − 4 z
x

= x,

z′ − 2 z
x

= 1
2
x,

coº je lineární diferenciální rovnice, kterou vy°e²íme metodou integra£ního faktoru. Nejprve
nalezneme integra£ní faktor:

e−2
´

1
x

dx = e−2lnx = (elnx)−2 = x−2 = 1
x2
.

Po vynásobení obou stran diferenciální rovnice integra£ním faktorem dále upravujeme:

z′

x2
− 2 z

x3
= 1

2x
,

(
z
x2

)′
= 1

2x
,

z
x2

=
´

1
2x

dx = 1
2
ln |x|+ c, c ∈ R,

z = 1
2
x2ln |x|+ cx2, c ∈ R.

Po zp¥tném dosazení substituce z =
√
y získáváme obecné °e²ení diferenciální rovnice ve

tvaru
√
y = 1

2
x2ln |x| + cx2, c ∈ R. Na za£átku postupu p°i d¥lení rovnice výrazem

√
y

jsme ov²em byli nuceni p°íjmout podmínku y 6= 0. Dosazením funkce y = 0 do zadání lze
snadno ov¥°it, ºe jde o singulární °e²ení (nelze jej získat ºádnou volbou konstanty c). �

_

2.5 Exaktní rovnice

Exaktní diferenciální rovnice je rovnice tvaru P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 za sou£asného
spln¥ní podmínky ∂P

∂y
= ∂Q

∂x
, p°i£emº tyto parciální derivace jsou spojité. V takovém p°ípad¥

existuje kmenová funkce F (x, y), pro kterou platí, ºe výraz na levé stran¥ diferenciální
rovnice je úplným diferenciálem funkce F (x, y), tj. dF (x, y) = Fx dx + Fy dy = 0. Odtud
plynou vztahy P (x, y) = ∂F (x, y)

∂x
, Q(x, y) = ∂F (x, y)

∂y
. Podmínka exaktnosti ∂P

∂y
= ∂Q

∂x
plyne ze

Schwarzovy v¥ty o rovnosti smí²ených derivací. �e²ení takové exaktní diferenciální rovnice
pak lze zapsat v implicitním tvaru jako F (x, y) = c, c ∈ R.
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P°íklad: �e²te rovnici (ey + yex + 3x2)dx = (2− xey − ex)dy.
,

�e²ení. Rovnici nejprve upravíme na tvar exaktní rovnice:

(ey + yex + 3x2)dx+ (−2 + xey + ex)dy = 0.

Jednodu²e lze ov¥°it, ºe podmínka exaktnosti je spln¥na, protoºe ∂P
∂y

= ∂Q
∂x

= ex + ey.
_

Nyní vyuºijeme vztah Q(x, y) = ∂F (x, y)
∂y

:

F (x, y) =
´

(−2 + xey + ex)dy + C(x),

F (x, y) = xey + yex − 2y + C(x).

Nyní jsme získali tvar kmenové funkce, který má ov²em ten nedostatek, ºe �konstan-
tou� C(x) m·ºe být jakákoliv funkce prom¥nné x. Pro dal²í výpo£et vyuºijeme vztah
P (x, y) = ∂F (x, y)

∂x
a dosadíme tvar kmenové funkce, který jsme získali vý²e:

P (x, y) = ey + yex + 3x2 = ∂F (x, y)
∂x

= ey + yex + C ′(x).

Odtud C ′(x) = 3x2, tedy C(x) =
´

3x2 dx = x3 +c, c ∈ R. Dosazením za C(x) do kmenové
funkce získáme F (x, y) = xey + yex − 2y + x3 + c, c ∈ R.

�e²ení p·vodní diferenciální rovnice je tedy xey + yex − 2y + x3 = C, C ∈ R. �

_

2.6 Clairautova rovnice

Clairautova rovnice je rovnice typu y = y′x+ g(y′). Tuto rovnici °e²íme zavedením substi-
tuce p = y′ a derivováním celé rovnice podle x. Úpravy jsou následující:

y = xp+ g(p),

y′ = p = p+ xp′ + g′(p)p′,

0 = xp′ + g′(p)p′,

0 = p′(x+ g′(p)).

Tato rovnice má dv¥ moºná °e²ení. Bu¤ p′ = 0 nebo x+ g′(p) = 0 (sou£in dvou £initel· je
roven nule kdyº kterýkoliv z t¥chto £initel· je nulový).
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Z první moºnosti p′ = 0 získáme p = c, c ∈ R, coº po dosazení do zadání rovnice dává
y = cx + g(c), kdy c je libovolná konstanta z de�ni£ního oboru funkce g. Tato °e²ení jsou
obecným °e²ením rovnice (z geometrického hlediska jde o p°ímky).

Singulární °e²ení rovnice získáme z moºnosti x+ g′(p) = 0, odkud vyjád°íme p jako funkci
x a dosadíme do zadání rovnice, £ímº získáme vyjád°ení y. Pokud z rovnosti x+ g′(p) = 0
nelze vyjád°it p, vyjád°íme singulární °e²ení parametricky: x = −g′(p), y = −pg′(p)+g(p).
Hodnota parametru p m·ºe být v takovém p°ípad¥ jakákoliv hodnota z de�ni£ního oboru
funkce g.

Pro Clairautovu rovnici je charakteristický zajímavý vztah mezi singulárním a obecným
°e²ením. Kaºdá p°ímka obecného °e²ení je te£nou ke k°ivce singulárního °e²ení.

P°íklad: �e²te rovnici y = xy′ + y′ + ey
′
.

�e²ení. Zavedeme substituci p = y′ a rovnici zderivujeme a upravíme:

y = xp+ p+ ep, (2.2)

y′ = p = p+ xp′ + p′ + epp′,

0 = xp′ + p′ + epp′ = p′(x+ 1 + ep).

Uvaºujme nejprve první moºnost p′ = 0, odkud p = c, c ∈ R, coº po dosazení do (2.2) dává
obecné °e²ení y = xc+ c+ ec, c ∈ R.

Ze druhé moºnosti získáme singulární °e²ení. Z rovnice x + 1 + ep = 0 lze vyjád°it
ep = −1 − x, odkud logaritmováním získáme p = ln (−1− x). Po dosazení do (2.2) pak
získáme singulární °e²ení y = x · ln(−1− x) + ln(−1− x)− 1− x. �

_

2.7 Izogonální a ortogonální trajektorie

Nech´ je dána soustava k°ivek v rovin¥ F (x, y, C) = 0 závislá na jednom parametru C.
Protíná-li ji n¥jaká jiná rovinná k°ivka podle ur£itého zákona, nazývá se taková k°ivka
trajektorií soustavy F (x, y, C) = 0. Speciálním p°ípadem trajektorií soustav jsou izogo-
nální a orgtogonální trajektorie. Protíná-li n¥jaká rovinná k°ivka v²echny k°ivky soustavy
F (x, y, C) = 0 pod týmº úhlem ϕ (0 ≤ ϕ < π

2
) bez ohledu na hodnotu parametru C,

nazývá se taková k°ivka izogonální trajektorií soustavy (k°ivky se protínají pod úhlem
ϕ pokud v míst¥ jejich pr·se£íku svírají jejich te£ny úhel ϕ). Pokud ϕ = π

2
, nazývá se

taková k°ivka ortogonální trajektorií soustavy.
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Postup pro nalezení izogonálních a ortogonálních trajektorií je následující:

Ze systému k°ivek F (x, y, C) = 0 vyjád°íme parametr C. Získáme vyjád°ení C = G(x, y),
coº je ekvivalentní se zápisem G(x, y) − C = 0 (ob¥ vyjád°ení jsou zárove¬ ekvivalentní
s vyjád°ením F (x, y, C) = 0 systému k°ivek ze zadání). Podle v¥ty o derivaci implicitn¥
zadané funkci aplikované na vyjád°ení C získáme:

∂G

∂x
+
∂G

∂y
y′ = 0. (2.3)

Vztah (2.3) je diferenciální rovnice, jejímº °e²ením je soustava rovinných k°ivek
C = G(x, y) daná zadáním.

Nyní uváºíme vztah mezi sm¥rnicemi k°ivek v zadání a jejich izogonálními trajektoriemi.
Uvaºujme (0 ≤ ϕ < π

2
). Nech´ y′ je derivace soustavy rovinných k°ivek F (x, y, C) = 0

a y′? nech´ ozna£uje derivaci izogonálních trajektorií. Jelikoº derivace je sm¥rnicí te£ny, platí
y′ = tgα, kde α je úhel, pod kterým protíná p°íslu²ná te£na vedená bodem [x0, y0] osu x.
Budeme-li úhel ϕ ode£ítat v záporném smyslu, te£ny izogonálních trajektorií protnou osu
x pod úhlem tg (α − ϕ). Budeme-li úhel ϕ p°i£ítat v kladném smyslu, te£ny izogonálních
trajektorií budou osu x protínat pod úhlem tg (α + ϕ). Vyuºijeme-li vzorec z goniometrie
tg (u± v) = tg u±tg v

1∓tg u·tg v , m·ºeme psát:

y′? = tg (α± ϕ) =
tgα± tgϕ

1∓ tgα · tgϕ
=

y′ ± tgϕ

1∓ y′tgϕ
. (2.4)

Pomocí vzorce (2.4) m·ºeme najít ke kaºdé te£n¥ systému k°ivek C = G(x, y) sm¥rnici
te£ny izogonální trajektorie. Nahradíme-li v diferenciální rovnici ur£ující systém k°ivek
C = G(x, y) derivaci y′ výrazem y′±tgϕ

1∓y′tgϕ , získáme diferenciální rovnici

∂G
∂x

+ ∂G
∂y
· y′±tgϕ

1∓y′tgϕ = 0,

kterou dále upravujeme:
∂G
∂x

(1∓ y′tgϕ) + ∂G
∂y

(y′ ± tgϕ) = 0,(
∂G

∂y
± ∂G

∂x
tgϕ

)
y′ = ±∂G

∂y
tgϕ− ∂G

∂x
. (2.5)

Vztah (2.5) je diferenciální rovnice, jejímº °e²ením jsou izogonální trajektorie systému
k°ivek C = G(x, y). Bereme-li z této rovnice pouze horní znaménka, získáme systém izogo-
nálních trajektorií vzniklý ode£ítáním úhlu ϕ v záporném smyslu. Bereme-li pouze spodní
znaménka, získáme systém izogonálních trajektorií vzniklý p°i£ítáním úhlu ϕ v kladném
smyslu.

V p°ípad¥ systému ortogonálních trajektorií nezáleºí na tom, zda p°i£ítáme úhel ϕ v klad-
ném nebo záporném smyslu, oba takové systémy splývají do jednoho. Pro ur£ení ortogonál-
ních trajektorií ale nelze pouºít rovnici (2.5), protoºe tg π

2
není de�nován (a pro odvození
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tudíº nelze pouºít vzorec pro výpo£et tg (u±v)). Pro odvození diferenciální rovnice, jejímº
°e²ením jsou ortogonální trajektorie, vyuºijeme skute£nost, ºe dv¥ p°ímky jsou kolmé práv¥
tehdy, kdyº sou£in jejich sm¥rnic je roven −1, z £ehoº p°i na²em ozna£ení plyne y′? = − 1

y′
.

V diferenciální rovnici (2.3), jejímº °e²ením je soustava k°ivek C = G(x, y) daná zadáním,
nahradíme výraz y′ výrazem − 1

y′
, £ímº získáme rovnici

∂G
∂x
− ∂G

∂y
· 1
y′

= 0,

ze které úpravou získáme rovnici

∂G

∂y
− ∂G

∂x
y′ = 0. (2.6)

�e²ením rovnice (2.6) je soustava ortogonálních trajektorií systému k°ivek C = G(x, y)
daného zadáním.
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Kapitola 3

Geometrické úlohy

3.1 �e²ené p°íklady

_
_
_

P°íklad 1_
_

Ur£ete k°ivku, která prochází bodem [1, 2] a jejíº libovolná te£na má sm¥rnici lnx0, kde
x0 je x-ová sou°adnice bodu dotyku te£ny a k°ivky.

�e²ení. P°i °e²ení tohoto p°íkladu vyuºijeme geometrického významu derivace. Derivace
k°ivky y = f(x) v jejím bod¥ x0 udává sm¥rnici te£ny, která je vedená bodem x0. Poºadavek
zadání lze tedy zapsat ve form¥ jednoduché diferenciální rovnice y′(x) = lnx s po£áte£ní
podmínkou y(1)=2.

_
�e²ení takovéto rovnice je vlastn¥ nalezením p°íslu²né primitivní funkce. S pouºitím
metody per partes je obecné °e²ení rovnice následující:

_

y =
´

lnx dx = x lnx−
´
x 1
x

dx = x lnx− x+ c, c ∈ R.

_
Pro nalezení partikulárního °e²ení pouºijeme po£áte£ní podmínku, tedy y(1)=2,
odkud 2 = ln1− 1 + c a tedy c = 3.

_
Rovnice námi hledané k°ivky je tedy y = x lnx− x+ 3. �

_
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P°íklad 2
_

Ov¥°te, zda k°ivky y1 = 4
x2

a y2 = 8
x
mají následující vlastnost:

Obsah trojúhelníka ur£eného libovolnou te£nou ke k°ivce, osou x a p°ímkou spojující
po£átek sou°adné soustavy s bodem dotyku te£ny je nem¥nný a roven konstant¥ P .
Pokud je tato vlastnost spln¥na, ur£ete hodnotu konstanty P .

�e²ení. Te£na k°ivky y = f(x) v jejím bod¥ [x0, y0] má rovnici y − y0 = y′(x0) · (x− x0).
Ozna£íme-li x̄ vzdálenost pr·se£íku k°ivky s osou x od po£átku sou°adné soustavy
a dosadíme do rovnice te£ny bod [x̄, 0] (pr·se£ík te£ny s osou x), získáme rovnici, kterou
musí k°ivka s poºadovanou vlastností spl¬ovat:

− y0 = y′(x0) · (x̄− x0). (3.1)

___ Obrázek 3.1

Geometricky je situace nastí-
n¥ná zadáním znázorn¥na na
obrázku 3.1.

_
Obsah trojúhelníka ur£eného
osou x, te£nou a p°ímkou
spojující po£átek soustavy
s bodem [x0, y0] lze spo£ítat
S = 1

2
x̄y0.

Pro dal²í postup je pot°eba uv¥-
domit si, ºe mnoºina bod· [x0, y0]
tvo°í k°ivky s poºadovanou vlast-
ností. Pro ov¥°ení, zda je vlastnost
zadání spln¥na, dosadíme vztahy y0 = 4

x20
a y0 = 8

x0
(dané p°edpisy zkoumaných k°ivek) do

rovnic pro výpo£et obsahu trojúhelníka a upravené rovnice te£ny (3.1) a ov¥°íme, zda je
získaná rovnice spln¥na pro v²echny body [x0, y0] jednotlivých k°ivek.

_
Nejd°íve ov¥°íme, zda je vlastnost spln¥na pro k°ivku y1. Po dosazení rovnice k°ivky
a její derivace do upravené rovnice te£ny získáme vztah − 4

x20
= − 8

x30
(x̄ − x0), ze kterého

vyjád°íme x̄ = 3
2
x0. Toto vyjád°ení dosadíme do vztahu pro výpo£et obsahu trojúhelníka

a ov¥°íme dosazením rovnice k°ivky, zda je tento obsah konstantní. Z vyjád°ení
S = 1

2
· 3

2
·x0 · 4

x20
= 3

x0
je patrné, ºe obsah trojúhelníka není konstantní. Obsah je závislý na

sou°adnicích bodu, kterým je te£na vedena, k°ivka y1 tedy vlastnost poºadovanou zadáním
nespl¬uje.

_

15



Ov¥°ení pro k°ivku y2 je podobné. Po dosazení rovnice k°ivky a její derivace do upravené
rovnice te£ny získáme − 8

x0
= − 8

x20
(x̄ − x0), odkud x̄ = 2x0. Po dosazení do vztahu pro

výpo£et obsahu získáme S = 1
2
· 2 · x0 · 8

x0
= 8, obsah je tedy konstantní (nezávisí na bodu

dotyku te£ny). Podmínku zadání tedy k°ivka y2 spl¬uje a obsah je £íseln¥ roven 8 (coº je
hodnota konstanty P ). �

_

_

P°íklad 3
_

Ur£ete rovnice v²ech k°ivek v rovin¥, jejichº libovolná te£na protíná osu y v bod¥, jehoº
y-ová sou°adnice je o kladnou konstantu d men²í, neº y-ová sou°adnice bodu dotyku te£ny.
_

___ Obrázek 3.2

�e²ení. P°i °e²ení úlohy vyjdeme
z ná£rtku na obrázku 3.2.

_
Dle poºadavku zadání má platit
y0 = ȳ + d, odkud ȳ = y0 − d.
Do tohoto vyjád°ení dosadíme ȳ
ze vzorce (1.5), £ímº získáme
rovnici y0 − x0 · y′(x0) = y0 − d,
odkud dal²í úpravou získáme
−d = y′(x0)(−x0).
_
Jelikoº hledané k°ivky jsou tvo°ené
body [x0, y0] (ze kterých je moºné
vést te£nu s poºadovanými vlast-
nostmi), lze °íct, ºe hledané k°ivky jsou °e²eními diferenciální rovnice d = y′x. Tato rovnice
je typu y′ = f(x), °e²ení rovnice získáme nalezením p°íslu²ných primitivních funkcí, tedy
y =
´

d
x

dx = d · ln |x|+ c, c ∈ R.
_

Jelikoº cílem zadání je nalézt v²echny k°ivky s poºadovanou vlastností, je d·leºité ponechat
ve tvaru °e²ení argument p°irozeného logaritmu x v absolutní hodnot¥. Z tvaru funkcí
y = lnx a y = ln(−x) je tato skute£nost dob°e patrná (y = ln(−x) je také k°ivka
s poºadovanou vlastností). �

_
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P°íklad 4
_

Ur£ete rovnice v²ech k°ivek v rovin¥, které mají následující vlastnost:
Odv¥sny trojúhelníka tvo°eného te£nou ke k°ivce v libovolném jejím bod¥ a sou°adnými
osami mají délky v pom¥ru 1 : x0, kde x0 je x-ová sou°adnice bodu dotyku te£ny a k°ivky.

_

___ Obrázek 3.3

�e²ení. Situaci v zadání si gra�cky
znázorníme (obrázek 3.3).
_
Z obrázku je patrné, ºe hledáme
k°ivky, pro jejichº te£ny
vedené bodem [x0, y0] platí
± x̄
ȳ

= 1
x0

nebo ± ȳ
x̄

= 1
x0

(± je
nutné kv·li tomu, ºe pr·se£íky
s osami mohou mít v analy-
tickém vyjád°ení i záporné hod-
noty sou°adnic, ale pro délku
úseku bereme v úvahu jejich
absolutní hodnoty). Mnoºina vy-
hovujících bod· [x0, y0] tvo°í námi
hledané k°ivky. Po dosazení x̄ a ȳ dle vzorc· (1.4) a (1.5) do analyticky vyjád°ených poºa-
davk· zadání získáváme následující rovnice:

y′(x0)·x0−y0
y′(x0)

y0−y′(x0)·x0 = ± 1
x0
,

coº dává po úprav¥ rovnici 1
y′(x0)

= ± 1
x0
, tedy °e²íme rovnici y′ = ±x, a dále

y0−y′(x0)·x0
y′(x0)·x0−y0

y′(x0)

= ± 1
x0
,

coº dává po úprav¥ rovnici y′(x0) = ± 1
x0
, tedy °e²íme rovnici y′ = ± 1

x
.

Ob¥ rovnice jsou rovnice typu y′(x) = f(x), jejich °e²ení získáme jednoduchým nalezením
p°íslu²ných primitivních funkcí. Integrály jsou v obou p°ípadech elementární, °e²eními jsou
k°ivky y = ±x2

2
+ c, y = ±ln |x|+ c, c ∈ R. �
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P°íklad 5
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥, které mají následující vlastnost:
Pro libovolnou normálu platí, ºe bod k°ivky, kterým je normála vedena, je od pr·se£íku
osy y a této normály dvakrát dál neº od osy y (kolmá vzdálenost).
Které z t¥chto k°ivek procházejí bodem

[√
3 , −1

]
?

_
�e²ení. Nejprve vyjád°íme analyticky poºadavek zadání. Ozna£íme a vzdálenost bodu,
kterým je normála vedena a pr·se£íku normály s osou y. Dále ȳ bude ozna£ovat y-ovou
sou°adnici pr·se£íku normály a osy y. Situace je zachycena na obrázku 3.4.

___ Obrázek 3.4

_
Poºadavky na vzdálenosti kladené
zadáním lze postupn¥ s vyuºitím
Pythagorovy v¥ty upravit takto:

_

a = 2x0,√
x2

0 + (y0 − ȳ)2 = 2x0,

x2
0 + (y0 − ȳ)2 = 4x2

0,

(y0 − ȳ)2 = 3x2
0. (3.2)

_
Podle vzorce (1.7) platí
ȳ = y0 + x0

y′(x0)
, odkud vyjád°íme

y0 − ȳ = − x0
y′(x0)

, coº dosadíme do rovnice (3.2) a postupn¥ upravujeme:

x20
(y′(x0))2

= 3x2
0,

(y′(x0))2 =
x20
3x20

= 1
3
,

y′(x0) = ± 1√
3
.

Jelikoº body [x0, y0] tvo°í námi hledané k°ivky, jejich rovnice jsou °e²ení diferenciální
rovnice y′ = ± 1√

3
. Tato rovnice je typu y′(x) = f(x), její °e²ení tedy získáme nalezením

p°íslu²né primitivní funkce: y = ±
´

1√
3

dx = ± x√
3

+ c, c ∈ R. Z analytického vyjád°ení je
vid¥t, ºe k°ivky s poºadovanou vlastností jsou p°ímky se sm¥rnicí ± 1√

3
.

_
Zbývá nalézt ta °e²ení, která procházejí bodem

[√
3 , −1

]
. Tento poºadavek spl¬ují dv¥
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p°ímky (pro kaºdou moºnost hodnoty sm¥rnice jedna).
_
Pro sm¥rnici 1√

3
hledáme q1 tak, aby bod

[√
3 , −1

]
leºel na p°ímce y = 1√

3
x + q1.

Dosazením za x a y získáme q1 = −2. První p°ímka má tedy rovnici y = 1√
3
x− 2.

_
Pro sm¥rnici − 1√

3
hledáme q2 tak, aby bod

[√
3 , −1

]
leºel na p°ímce y = − 1√

3
x + q2.

Dosazením za x a y získáme q2 = 1. Druhá hledaná p°ímka má rovnici y = − 1√
3
x+ 1. �

_
_

_

P°íklad 6
_

Najd¥te k°ivky, pro které je vzdálenost pr·se£íku libovolné jejich te£ny s osou x od po£átku
sou°adné soustavy rovna polovin¥ hodnoty x-ové sou°adnice bodu, v n¥mº je te£na
sestrojena.

___ Obrázek 3.5

_
�e²ení. Situace popsaná zadáním
je znázorn¥na na obrázku 3.5.

_
Poºadavek zadání lze analyticky
vyjád°it jako x̄ = 1

2
x0. Do tohoto

vyjád°ení dosadíme x̄ ze vzorce
(1.4), £ímº získáme rovnici

x0 −
y0

y′(x0)
=

1

2
x0.

Jelikoº mnoºina bod· [x0, y0] tvo°í
k°ivky s poºadovanou vlastností,
m·ºeme po úprav¥ zna£ení °íct, ºe hledáme °e²ení diferenciální rovnice

x− y

y′
=

1

2
x.

Tuto rovnici dále upravujeme:

y
y′

= 1
2
x,

y′ = 2 y
x
.

19



Tato rovnice je ve tvaru y′ = f( y
x
), lze ji tedy °e²it jako homogenní rovnici. Jde ale zárove¬

o rovnici se separovanými prom¥nnými a rovn¥º tak jde o lineární diferenciální rovnici.
�e²ení pomocí separace prom¥nných:

_

dy
dx

= 2 y
x
,

ˆ
dy

y
= 2

ˆ
dx

x
, (3.3)

ln |y| = 2ln |x|+ c, c ∈ R,

ln |y| = lnx2 + ln ec, c ∈ R,

ln |y| = lnx2 + lnK, K ∈ (0, ∞),

ln |y| = ln (Kx2), K ∈ (0, ∞),

|y| = Kx2, K ∈ (0, ∞),

y = Kx2, K ∈ R \ {0}.

_
Pro volbu K = 0 získáme funkci y = 0, u které dosazením do zadání rovnice snadno
zjistíme, ºe je také °e²ením rovnice (ov¥°ení je nutno provést zvlá²´, protoºe funkce y = 0
odporuje podmínkám, tudíº od (3.3) jsme v rámci °e²ení byli nuceni p°edpokládat y 6= 0).
Obecné °e²ení této diferenciální rovnice je tedy soustava parabol y = Kx2, K ∈ R, coº
jsou zárove¬ námi hledané k°ivky.

_
Poºadavku zadání p°íkladu jsme sice v tomto okamºiku splnili, nicmén¥ je dobré si uv¥-
domit, ºe soustava parabol, kterou jsme nalezli, neobsahuje v²echny k°ivky s vlastností
poºadovanou zadáním. Pokud bychom obrázek 3.5 p°ekreslili tak, ºe x = 0 a vycházeli
bychom z takového obrázku p°i hledání diferenciální rovnice, dosadili bychom za vzdálenost
pr·se£íku te£ny s osou x od po£átku [0, 0] výraz −x̄ (protoºe vzdálenost musí být vºdy
kladná) a p°i následných úpravách bychom dosp¥li k rovnici y = 3

2
xy′. Tuto rovnici lze

také °e²it metodou separace prom¥nných a °e²ením je soustava k°ivek y = Kx
2
3 , K ∈ R.

Ov¥°it tuto skute£nost lze stejným postupem, jakým jsme nalezli soustavu parabol,
podrobné ove°ení p°enechávám £tená°i jako cvi£ení. �_
_
_

_
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P°íklad 7
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥, které mají následující vlastnost:
Pro libovolnou normálu platí, ºe bod k°ivky, kterým je normála vedena, je od pr·se£íku
normály s osou x stejn¥ vzdálen jako od po£átku soustavy sou°adnic.

_

Obrázek 3.6

�e²ení.Nejd°íve vyuºijeme obrázek
3.6. pro formulování vlastnosti
zadání analyticky. Vyjád°íme-li
s vyuºitím Pythagorovy v¥ty
vzdálenosti ze zadání p°íkladu po-
mocí x0, y0 a poloºíme je rovny,
získáme√

x2
0 + y2

0 =

√
(x0 − x̄)2 + y2

0.

Do této rovnice dosadíme x̄ dle
vzorce (1.6) a dále upravujeme:

x2
0 + y2

0 = (x0 − x0 − y0 · y′(x0))2 + y2
0,

x2
0 = (−y0 · y′(x0))2,

x2
0 = y2

0 · (y′(x0))2,

(y′(x0))2 =
x20
y20
.

Jelikoº k°ivky které hledáme jsou tvo°eny body [x0, y0], lze °íct, ºe hledané k°ivky jsou
°e²eními diferenciální rovnice (y′)2 = x2

y2
, kterou lze po drobné úprav¥ °e²it jako diferen-

ciální rovnici se separovanými prom¥nnými nebo jako homogenní rovnici. Jelikoº metoda
separace prom¥nných je v tomto p°ípad¥ jednodu²²í, vyuºijeme ji k °e²ení a úpravám:

y′ = ±x
y
,

dy
dx

= ±x
y
,

´
y dy = ±

´
x dx,

y2

2
+ c = ±x2

2
, c ∈ R,

y2 ± x2 = C, C ∈ R.
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Námi hledané k°ivky jsou tedy hyperboly y2 − x2 = C, C ∈ R a také kruºnice se
st°edem [0, 0]: x2 + y2 = K, K > 0 (pro záporná K není výsledek rovnicí ºádné k°ivky
a pro K = 0 je výsledkem samotný bod [0, 0], který nemá smysl v rámci zadání uvaºovat).

�
_
_

P°íklad 8
_

Ur£ete rovnice k°ivek, jejichº kaºdá normála protínající osu x v její kladné £ásti (x > 0)
ji protíná v bod¥, jehoº x-ová sou°adnice je o 1 v¥t²í, neº x-ová sou°adnice bodu k°ivky,
kterým je normála vedena.

_

Obrázek 3.7

�e²ení. Situaci v zadání znázor-
¬uje obrázek 3.7. Poºadavek za-
dání lze analyticky vyjád°it tak, ºe
hledáme k°ivky spl¬ující

x̄ = x0 + 1.

Do tohoto vyjád°ení dosadíme x̄
dle vzorce (1.6) a dále upravujeme:

y0 · y′(x0) + x0 = x0 + 1,

y0 · y′(x0) = 1.

Jelikoº body [x0, y0] tvo°í hledané
k°ivky, lze hledání k°ivky formulovat jako úlohu hledání °e²ení rovnice yy′ = 1, kterou
°e²íme metodou separace prom¥nných:

dy
dx
y = 1,

´
y dy =

´
1 dx,

y2

2
= x+ c, c ∈ R,

y2 = 2x+ C, C ∈ R,

coº jsou rovnice námi hledaných k°ivek (z geometrického hlediska jde o soustavu parabol).
�
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P°íklad 9
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥, pro které je obsah trojúhelníka ur£eného libovolnou te£nou ke
k°ivce, osou x a kolmicí k ose x vedenou bodem dotyku te£ny a k°ivky konstantní a roven a2.
__

Obrázek 3.8

�e²ení. Situace popsaná zadáním
je znázorn¥na na obrázku 3.8.
Je vid¥t, ºe jelikoº je trojú-
helník pravoúhlý, bude nejjedno-
du²²í vyjád°it jeho obsah jako
S = 1

2
(x̄− x0) y0 a tedy poºada-

vek zadání lze p°epsat ve form¥
rovnice (x̄− x0) y0 = 2a2.

_
Nyní vyuºijeme vzorec (1.4), ze
kterého vyjád°íme x̄ a dosadíme
do rovnice vyjad°ující poºadavek
zadání:

− y0

y′(x0)
· y0 = 2a2. (3.4)

Pokud chceme nalézt v²echny k°ivky, které mají poºadovanou vlastnost, je pot°eba je²t¥
drobná úprava. Te£na k°ivky totiº m·ºe protnout osu x i v bod¥ se zápornou x-ovou sou-
°adnicí, v d·sledku £ehoº m·ºe nastat i situace, kdy délka odv¥sny leºící na ose x bude
x0 − x̄. Tuto moºnost zohledníme tak, ºe do vyjád°ení (3.4) p°idáme ±. Jelikoº námi
hledané k°ivky jsou tvo°eny body [x0, y0], lze hledané k°ivky získat °e²ením diferenci-
ální rovnice, která vznikne z úpravy vyjád°ení (3.4) vynecháním nulových index·. K°ivky
s poºadovanou vlastností jsou tedy °e²eními rovnice ± y

y′
y = 2a2, kterou pomocí separace

prom¥nných °e²íme takto:

y′ = ± y2

2a2
,

dy
dx

= ± y2

2a2
,

±2a2
´

dy
y2

=
´

1 dx,

±2a2

y
= x+ c, c ∈ R,

y = 2a2

c±x , c ∈ R.
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Námi hledané k°ivky jsou tedy hyperboly y = 2a2

c±x , c ∈ R. Z ná£rtk· takových hyperbol
je vid¥t, ºe vlastnost poºadovaná zadáním platí pro v²echny body na hyperbolách. Jedna
celá v¥tev hyperboly vºdy protíná osu x v souladu se situací, ze které jsme vycházeli p°i
tvorb¥ rovnice (3.6) a díky tomu, ºe tyto hyperboly jsou st°edov¥ soum¥rné podle bodu
na jejich asymptot¥ bez sm¥rnice, bude soum¥rná i druhá v¥tev. Jelikoº tyto hyperboly
nemají ºádný vlastní bod, ve kterém by byla jejich te£na rovnob¥ºná s osou x (nemají
ºádný bod ve kterém by byla jejich derivace nulová), platí vlastnost poºadovaná zadáním
pro libovolný bod na hyperbolách. �

_
_
_

P°íklad 10
_

Ur£ete rovnice k°ivek (v rovin¥), jejichº libovolná te£na protínající parabolu y = x2

ji protíná v bod¥, jehoº x-ová sou°adnice je o 1 v¥t²í neº x-ová sou°adnice bodu dotyku
te£ny.

_
�e²ení. Te£na obecné k°ivky y = f(x) v jejím bod¥ [x0, y0] má analytickou rovnici
y − y0 = y′(x0)(x − x0). Pr·se£ík te£ny s parabolou y = x2 spl¬uje tuto rovnici také,
p°i£emº dosazením pr·se£íku do rovnice te£ny získáme vztah

x2 − y0 = y′(x0)(x− x0), (3.5)

který je ur£ující pro pr·se£ík [x, y] te£ny a paraboly y = x2.
_

Zadání ur£uje vztah mezi bodem dotyku te£ny a pr·se£íkem te£ny a paraboly
vztahem x = x0 + 1, který dosadíme do vztahu (3.5). Tímto dosazením získáme rovnici
(x0 + 1)2 − y0 = y′(x0)(x0 + 1− x0), kterou upravíme jako (x0 + 1)2 − y0 = y′(x0). K°ivky
které hledáme jsou tvo°eny body [x0, y0] a tudíº s vyuºitím p°edchozí rovnice m·ºeme
°íct, ºe hledané k°ivky jsou °e²ením rovnice (x + 1)2 − y = y′. Tato rovnice je lineární
diferenciální rovnice a lze ji °e²it metodou integra£ního faktoru.

_
Po úprav¥ rovnice na obvyklý tvar y′ + y = (x + 1)2 je vid¥t, ºe integra£ní faktor je
roven e

´
1 dx = ex. Po vynásobení obou stran diferenciální rovnice integra£ním faktorem

upravujeme rovnici takto:

y′ex + yex = (x+ 1)2ex,

(yex)′ = (x+ 1)2ex.

V této fázi zintegrujeme ob¥ strany rovnice. Levá strana se zm¥ní pouze odstran¥ním
znaménka derivace, pravou stranu zintegrujeme dvojím pouºitím metody per partes:

24



´
(x+ 1)2ex dx = (x+ 1)2ex − 2

´
(x+ 1)ex dx = (x+ 1)2ex − 2

[
(x+ 1)ex −

´
1 · ex dx

]
=

= (x+ 1)2ex − 2(x+ 1)ex + 2ex + c, c ∈ R.

Rovnici po zintegrování obou stran dále upravujeme:

yex = (x+ 1)2ex − 2(x+ 1)ex + 2ex + c, c ∈ R,

y = (x+ 1)2 − 2(x+ 1) + 2 + c
ex
, c ∈ R,

y = x2 + 2x+ 1− 2x− 2 + 2 + c
ex
, c ∈ R,

y = x2 + 1 + c
ex
, c ∈ R,

coº jsou rovnice námi hledaných k°ivek. �
_
_
_

P°íklad 11
_

Ur£ete rovnice k°ivek, jejichº libovolná normála protínající parabolu y2 = −x ji protíná
v bod¥, jehoº y-ová sou°adnice je rovna polovin¥ podílu y-ové a x-ové sou°adnice bodu,
kterým je normála vedena.

_
�e²ení. Normála obecné k°ivky y = f(x) v jejím bod¥ [x0, y0] má analytickou rovnici
y−y0 = − 1

y′(x0)
(x−x0). Pr·se£ík te£ny s parabolou y2 = −x spl¬uje rovnici také, dosazením

do rovnice normály za x získáme vztah

y − y0 = − 1

y′(x0)
(−y2 − x0), (3.6)

který je ur£ující pro pr·se£ík [x, y] normály a paraboly y2 = −x.
_

Ze zadání plyne analytický vztah mezi bodem dotyku normály a paraboly a bodem, kterým
je normála vedena, y = 1

2
· y0
x0
. Dosazením do vztahu (3.6) získáme rovnici, kterou dále

upravíme:

1
2
· y0
x0
− y0 = − 1

y′(x0)
·
(
−1

4
· y

2
0

x20
− x0

)
,

1
2
· y0
x0
− y0 = 1

y′(x0)
·
(

1
4
· y

2
0

x20
+ x0

)
.
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Jelikoº k°ivky s vlastností poºadovanou zadáním jsou tvo°eny body [x0, y0], nalezneme
poºadované k°ivky °e²ením diferenciální rovnice 1

2
· y
x
− y = 1

y′

(
1
4
· y2
x2

+ x
)
. Tuto rovnici

budeme po rozepsání y′ = dy
dx

°e²it jako exaktní rovnici:

1
2
· y
x
− y = dx

dy
·
(

1
4
· y2
x2

+ x
)
,

(
1
4
· y2
x2

+ x
)

dx−
(

1
2
· y
x
− y
)

dy = 0,

(
1
4
· y2
x2

+ x
)

dx+
(
y − 1

2
· y
x

)
dy = 0.

Nyní provedeme kontrolu exaktnosti. U rovnice tvaru P dx + Q dy = 0 je podmínka
exaktnosti ∂P

∂y
= ∂Q

∂x
. V na²em p°ípad¥ je ∂P

∂y
= 2

4
· y
x2

+0 = 1
2
· y
x2
, ∂Q
∂x

= 0− 1
2
·y·(−1)· 1

x2
= 1

2
· y
x2
,

tedy podmínka exaktnosti je skute£n¥ spln¥na.
_

Nyní budeme hledat kmenovou funkci F (x, y). Integrováním hledáme tvar kmenové funkce:

F (x, y) =

ˆ (
1

4
· y

2

x2
+ x

)
dx =

1

4
·y2 · (−1) · 1

x
+
x2

2
+C(y) = −1

4
· y

2

x
+
x2

2
+C(y). (3.7)

Jelikoº �konstanta� C je závislá na prom¥nné y, kmenovou funkci je pot°eba je²t¥ �up°esnit�.
Základní vlastnosti kmenové funkce jsou následující: P = ∂F (x, y)

∂x
, Q = ∂F (x, y)

∂y
. Vyuºijeme

druhé jmenované vlastnosti dosazením vztahu (3.7):

∂F (x, y)
∂y

= −1
2
· y
x

+ C ′(y) = Q,

−1
2
· y
x

+ C ′(y) = y − 1
2
· y
x
.

Z poslední rovnosti je vid¥t, ºe C ′(y) = y, tedy C(y) =
´
y dy = y2

2
+ c, c ∈ R. Dosazením

do rovnice (3.7) získáme analytické vyjád°ení kmenové funkce:

F (x, y) = −1
4
· y2
x

+ x2

2
+ y2

2
+ c, c ∈ R.

Odtud uº je vid¥t, ºe hledané k°ivky mají rovnice 1
4
· y2
x
− x2

2
− y2

2
= C, C ∈ R. �
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P°íklad 12
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥, pro n¥º plocha lichob¥ºníka, tvo°eného te£nou v libovolném
bod¥ [x0, y0] této k°ivky, osou x, osou y a p°ímkou x = x0, je rovna jedné polovin¥ kvadrátu
x-ové sou°adnice bodu, v n¥mº byla te£na sestrojena.

Obrázek 3.9

_
�e²ení. Situace popisovaná zadá-
ním je znázorn¥na na obrázku 3.9.
Obsah lichob¥ºníka obecn¥ po£í-
táme jako S = (z1+z2)v

2
, kde z1, z2

jsou základny lichob¥ºníka a v je
jeho vý²ka. Z obrázku je patrné,
ºe obsah lichob¥ºníka lze vypo£í-
tat jako

S =
(y0 + ȳ)x0

2
.

_
Do tohoto vyjád°ení dosadíme ȳ ze vzorce (1.5) a zkombinujeme s poºadavkem zadání
S = 1

2
x2

0:

1
2
· [y0 + y0 − x0 · y′(x0)] · x0 = 1

2
x2

0,

2y0 − x0 · y′(x0) = x0.

Jelikoº námi hledané k°ivky jsou tvo°eny body [x0, y0], nalezneme jejich rovnice °e²ením
diferenciální rovnice 2y−xy′ = x, coº je lineární diferenciální rovnice. Tuto rovnici vy°e²íme
metodou integra£ního faktoru. Po úprav¥ rovnice na obvyklý tvar y′ − 2 y

x
= −1 je vid¥t,

ºe integra£ní faktor nalezneme následujícím zp·sobem:

e−2
´

1
x

dx = e−2·lnx =
(
elnx

)−2
= x−2 = 1

x2
.

Ob¥ strany rovnice vynásobíme integra£ním faktorem 1
x2

a rovnici dále upravujeme:

y′ · 1
x2
− 2 y

x3
= − 1

x2
,

(
y · 1

x2

)′
= − 1

x2
,

y · 1
x2

= −
´

1
x2

dx = 1
x

+ c, c ∈ R,

y = x+ cx2, c ∈ R.
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Obrázek 3.10

U námi nalezeného °e²ení je
jiº pouze jeden drobný problém,
který je dob°e patrný, pokud si
na£rtneme p°íklad n¥kterého para-
bolou tvo°eného °e²ení. Ne kaºdá
te£na takové paraboly opravdu vy-
tvá°í lichob¥ºník popsaný v za-
dání. V p°ípad¥ parabol (c 6= 0)
tento lichob¥ºník vznikne pouze
pokud hodnota x0 je mezi °e²e-
ními rovnice y = 0. U °e²ení tvo°e-
ného p°ímkou y = x zase lichob¥º-
ník (p°esn¥ji trojúhelník, protoºe
horní základna lichob¥ºníka má nulovou délku) nevznikne, pokud je te£na vedena bodem
[0, 0]. Zadání ale poºaduje, aby byla vlastnost spln¥na v libovolném bod¥ k°ivky, a proto
je nutné n¥které £ásti z °e²ení rovnice odstranit. Budeme se na tyto k°ivky dívat jako na
funkci prom¥nné x, omezíme jejich de�ni£ní obor a jednotlivé p°ípady vhodn¥ rozd¥líme
(podle hodnot konstanty c).

_
K°ivky s vlastností poºadovanou zadáním jsou potom následující:

1. polop°ímka y = x, x < 0,
2. polop°ímka y = x, x > 0,
3. grafy funkcí y = x2 + cx, c > 0, −c < x < 0,
4. grafy funkcí y = x2 + cx, c < 0, 0 < x < −c. �
_
_
_

P°íklad 13
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥, pro které je obsah trojúhelníka ur£eného osou x, te£nou ke
k°ivce vedenou libovolným jejím bodem [x0, y0] (bod dotyku) a p°ímkou spojující po£átek
sou°adné soustavy s bodem [x0, y0] roven obsahu obdélníka, jehoº dv¥ strany leºí na
osách sou°adnic a bod [x0, y0] je jeho vrcholem. (Pro jednoduchost uvaºujte pouze te£ny
protínající osy sou°adnic v jejich kladných £ástech.)
_
�e²ení. Situace popsaná zadáním je znázorn¥na na obrázku 3.11 na následující stran¥.
Nejd°íve analyticky vyjád°íme poºadavek zadání. Z obrázku je snadno vid¥t, ºe obsah
trojúhelníka spo£ítáme jako S = 1

2
xy0 a obsah obdélníka spo£ítáme jako S = x0 · y0.

Poloºíme-li oba výrazy rovny, získáme vztah

1

2
x̄ = x0.
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Obrázek 3.11

_
Do tohoto vztahu dosadíme x̄
ze vzorce (1.4). Jelikoº uvaºu-
jeme pouze k°ivky v prvním kvad-
rantu, není pot°eba p°idávat ab-
solutní hodnotu. Vzniklou rovnici
dále upravujeme:

1
2

(
x0 − y0

y′(x0)

)
= x0,

x0 − y0
y′(x0)

= 2x0,

− y0
y′(x0)

= x0,

y′(x0) = − y0
x0
.

Námi hledané k°ivky jsou tvo°eny body [x0, y0] díky £emuº lze °íct, ºe tyto k°ivky jsou
°e²ením diferenciální rovnice y′ = − y

x
. Tuto rovnici vy°e²íme jako rovnici se separovanými

prom¥nnými. Dostáváme:

dy
dx

= − y
x
,

−
´

1
x

dx =
´

1
y

dy (y 6= 0),

−ln |x| = ln |y|+ c = ln |y|+ ln ec, c ∈ R,

−ln |x| = ln(K |y|), K ∈ (0, ∞),

1
|x| = K |y| , K ∈ (0, ∞),

y = K
x
, K ∈ R \ {0}.

Volba konstanty K = 0 odpovídá funkci y = 0, která odporovala podmínkám, nicmén¥ ani
po dosazení této funkce do zadání diferenciální rovnice nejde o její °e²ení (problém s nulou
ve jmenovateli nezmizí a ani z geometrického hlediska nemá k°ivka y = 0 vlastnost po-
ºadovanou zadáním). Námi nalezené k°ivky s poºadovanou vlastností jsou tedy hyperboly
s rovnicemi y = K

x
, K ∈ R \ {0}. �
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P°íklad 14
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥, pro které má kaºdý trojúhelník utvo°ený normálou ke k°ivce a sou-
°adnými osami stejný obsah, jako trojúhelník vytvo°ený osou x, te£nou a stejnou normálou.
(Pro zjednodu²ení uvaºujte pouze normály vedené body k°ivek v prvním kvadrantu.)

_

Obrázek 3.12

�e²ení. Situace popisovaná zadá-
ním je gra�cky znázorn¥na na
obrázku 3.12. Nejd°íve vyjád-
°íme analyticky poºadavek zadání.
Z obrázku je vid¥t, ºe obsah
trojúhelníka tvo°eného normálou
a sou°adnými osami spo£ítáme
jako S = −1

2
· x̃ · ỹ. Podobn¥ ob-

sah trojúhelníka tvo°eného osou x,
te£nou a normálou spo£ítáme jako
S = 1

2
(x− x̃) y0. Poloºíme-li oba

obsahy rovny, získáme rovnici

−x̃ · ỹ = (x− x̃) · y0.

Vyuºijeme vzorce (1.4), (1.6) a (1.7). Dosazením za x, x̃ a ỹ do poslední rovnice dostaneme:

− [x0 + y0 · y′(x0)] ·
[
y0 + x0

y′(x0)

]
=
[
x0 − y0

y′(x0)
− x0 − y0 · y′(x0)

]
· y0.

Jelikoº námi hledané k°ivky jsou tvo°eny body [x0, y0], lze z poslední rovnice odstranit
�p°ebyte£né� indexy a hledané k°ivky nalézt jako °e²ení diferenciální rovnice:

− (x+ yy′) ·
(
y + x

y′

)
=
(
x− y

y′
− x− yy′

)
y.

Rovnici dále upravujeme:

(x+ yy′) ·
(
y + x

y′

)
=
(
y
y′

+ yy′
)
y,

y2y′ + 2xy + x2

y′
= y2

y′
+ y2y′,

2xy + x2

y′
= y2

y′
,

2xyy′ = y2 − x2,
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2 y
x
y′ = y2

x2
− 1.

Z tohoto tvaru je jiº vid¥t, ºe jde o homogenní rovnici, protoºe y′ je moºné vyjád°it jako
funkci prom¥nné y

x
. Pouºijeme substituci z = y

x
, ze které vyjád°íme y = zx a y′ = z′x+ z.

Po dosazení do rovnice získáme novou rovnici, kterou budeme dal²ími úpravami p°evád¥t
na rovnici se separovanými prom¥nnými:

2z(z′x+ z) = z2 − 1,

2zxz′ = −z2 − 1,

2zx dz
dx

= −z2 − 1,

´
dx
x

= −
´

2z
z2+1

dz.

U integrálu na pravé stran¥ rovnice vyuºijeme toho, ºe v £itateli zlomku je derivace jme-
novatele a pokra£ujeme v dal²ích úpravách:

ln |x| = −ln |z2 + 1| − c = −ln |z2 + 1| − ln ec, c ∈ R,

ln |x| = −ln
|z2+1|
K

, K > 0,

|x| = K
|z2+1| , K > 0,

x = K
z2+1

, K ∈ R \ {0}.

Po dosazení zp¥tném dosazení substituce z = y
x
dále upravujeme:

x = K
y2

x2
+1
, K ∈ R \ {0},

x = K
y2+x2

x2

, K ∈ R \ {0},

x2+y2

x
= K, K ∈ R \ {0},

coº jsou rovnice námi hledaných k°ivek. Ze tvaru x2 + y2 = Kx, K ∈ R \ {0} je vid¥t,
ºe jde o mnoºinu v²ech kruºnic (s nenulovým polom¥rem), které procházejí bodem [0, 0]
a jejichº st°edy leºí na ose x. �
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P°íklad 15
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥, pro které je pr·se£ík libovolné te£ny s osou x stejn¥ vzdálen od
bodu dotyku i od po£átku sou°adné soustavy.

_

Obrázek 3.13

�e²ení. Situace ze zadání je zachy-
cena na obrázku 3.13. Ozna£me
vzdálenost bodu dotyku te£ny
od jejího pr·se£íku s osou
x jako a. Z obrázku je vid¥t, ºe
a2 = (x − x0)2 + y2

0. Dále vzdále-
nost pr·se£íku te£ny od po£átku
sou°adné soustavy je rovna x̄. Po-
ºadavek rovnosti t¥chto vzdále-
ností lze formulovat jako |a| = |x̄|,
coº lze p°epsat jako z po£et-
ního hlediska prakti£t¥j²í rovnost
a2 = (x̄)2, coº po dosazení za
a vede k rovnici

(x− x0)2 + y2
0 = x̄2.

S vyuºitím vzorce (1.4) a dosazením za x̄ získáme rovnici:

(x0 − y0
y′(x0)

− x0)2 + y2
0 =

(
x0 − y0

y′(x0)

)2

.

Díky tomu, ºe námi hledané k°ivky jsou tvo°eny body [x0, y0], lze z poslední rovnice
odstranit �p°ebyte£né� indexy a hledané k°ivky nalézt jako °e²ení diferenciální rovnice,
ze které postupnými úpravami dostáváme: _

(x− y
y′
− x)2 + y2 =

(
x− y

y′

)2

,

(− y
y′

)2 + y2 = x2 − 2x y
y′

+
(
y
y′

)2

,

y2 = x2 − 2x y
y′
,

2x y
y′

= x2 − y2,

2 y
x

=
(

1− y2

x2

)
y′.

Z tohoto vyjád°ení jiº je patrné, ºe jde o homogenní rovnici. Pouºijeme substituci z = y
x
,

ze které vyjád°íme y = zx a y′ = z′x + z. Po dosazení do rovnice získáme novou rovnici,
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kterou budeme dal²ími úpravami p°evád¥t na rovnici se separovanými prom¥nnými:

2z = (1− z2) (z′x+ z),

2z = z′x+ y − z′z2x− z3,

z3 + z = z′x(1− z2),

z3+z
1−z2 = dz

dx
x,

´
dx
x

=
´

1−z2
z3+z

dz.

Integrál na pravé stran¥ upravíme rozkladem na parciální zlomky a pokra£ujeme v integraci
a úpravách:

´
dx
x

=
´

(1
z
− 2z

z2+1
) dz (z 6= 0),

ln |x| = ln |z| − ln |z2 + 1| − c = ln |z| − ln |z2 + 1| − ln ec, c ∈ R,

ln |x| = ln( 1
K

∣∣ z
z2+1

∣∣), K > 0,

|x| = 1
K

∣∣ z
z2+1

∣∣ , K > 0,

Kx = z
z2+1

, K ∈ R \ {0}.

Po zp¥tném dosazení substituce z = y
x
pokra£ujeme v úpravách:

Kx =
y
x

y2

x2
+1

= xy
x2+y2

, K ∈ R \ {0},

y = K(x2 + y2), K ∈ R \ {0}.

Podmínka z 6= 0 po zp¥tném dosazení substituce p°ejde v podmínku y
x
6= 0, neboli y 6= 0.

Funkce y = 0 je ale také °e²ením rovnice (rovn¥º z geometrického hlediska k°ivka y = 0
spl¬uje poºadovanou vlastnost - skute£nost, ºe v takovém p°ípad¥ má te£na nekone£n¥
mnoho pr·se£ík· s osou x, není p°ekáºkou). Funkce y = 0 odpovídá volb¥ konstantyK = 0.
Námi hledané k°ivky tedy mají rovnice y = K(x2 + y2), K ∈ R. Z geometrického hlediska
se pro volbu K 6= 0 jedná o mnoºinu v²ech kruºnic (s nenulovým polom¥rem), které
procházejí bodem [0, 0] a jejichº st°ed zárove¬ leºí na ose y. Pro volbu K = 0 jde o p°ímku
y = 0. �

_
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P°íklad 16
_

Najd¥te v²echny k°ivky v rovin¥, pro které je obsah kaºdého trojúhelníka ur£eného osou x,
te£nou ke k°ivce a p°ímkou spojující po£átek sou°adné soustavy s bodem dotyku konstantní
a roven a2.

_
�e²ení. Situace popsaná zadáním je znázorn¥na na obrázku 3.1. Obsah trojúhelníka lze
spo£ítat jako S = 1

2
|x · y0|. Absolutní hodnota je nutná kv·li zohledn¥ní moºnosti, ºe te£na

protíná osu x v její záporné £ásti, p°ípadn¥ y0 < 0 (jinak bychom nenalezli v²echny k°ivky
s poºadovanou vlastností).

_
Dosazením x̄ podle vzorce (1.4) do vztahu pro výpo£et obsahu zadaného trojúhelníka
získáme rovnici, kterou dále upravíme:

S = 1
2
|x · y0| = a2,

1
2

∣∣∣(x0 − y0
y′(x0)

)
y0

∣∣∣ = a2,

(
x0 − y0

y′(x0)

)
y0 = ±2a2,

x0
y0
− 1

y′(x0)
= ±2a2

y20
.

S vyuºitím faktu, ºe námi hledané k°ivky jsou tvo°eny body [x0, y0], lze °íct, ºe tyto k°ivky
nalezneme °e²ením diferenciální rovnice:

x
y
− 1

y′
= ±2a2

y2
.

P°i °e²ení této rovnice vyuºijeme moºnost zám¥ny prom¥nných pomocí vztahu
y′ = dy

dx
= 1

dx
dy

= 1
x′
, £ímº získáme lineární diferenciální rovnici s neznámou x:

x
y
− x′ = ±2a2

y2
,

x′ − x
y

= ±2a2

y2
.

Tuto rovnici budeme °e²it metodou integra£ního faktoru. Z posledního zápisu rovnice je
vid¥t, ºe integra£ní faktor nalezneme jako e−

´
1
y

dy = e−ln y = (eln y)−1 = 1
y
. Jelikoº jsme

zam¥nili prom¥nné, je nutné mít p°i °e²ení rovnice na pam¥ti, ºe neznámou je v tomto
p°ípad¥ prom¥nná x. Po vynásobení obou stran rovnice integra£ním faktorem pokra£ujeme
v úpravách:

x′

y
− x

y2
= ±2a2

y3
,
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(
x
y

)′
= ±2a2

y3
,

x
y

= ±
´

2a2

y3
dy = ±a2

y2
+ c, c ∈ R,

xy = cy2 ± a2, c ∈ R,

coº jsou rovnice námi hledaných k°ivek. Pro p°ípad a2 = 8 a volbu c = 0 dostaneme
hyperboly y = ± 8

x
, coº odpovídá k°ivce y2 = 8

x
uvaºované v p°íkladu 2, v rámci kterého

jsme ov¥°ovali, zda konkrétní k°ivky spl¬ují geometrickou vlastnost, kterou jsme uvaºovali
i nyní. �

_
_
_

P°íklad 17
_

Ur£ete rovnice k°ivek v rovin¥, jejichº normála v libovolném bod¥ k°ivky má následující
vlastnost: Délka úse£ky na ose x mezi po£átkem a pr·se£íkem normály s osou x je rovna
kvadrátu y-ové sou°adnice bodu, v n¥mº byla normála sestrojena. (Pro jednoduchost po-
ºadujte tuto vlastnost pouze po te£nách protínajících osu x v kladné £ásti.)

Obrázek 3.14

_
�e²ení. Situace popsaná zadáním
je znázorn¥na na obrázku 3.14,
ze kterého je vid¥t, ºe poºa-
davek obsaºený v zadání lze
jednodu²e vyjád°it jako rovnici
x̄ = y2

0. Do této rovnice dosadíme
podle vzorce (1.6) za x̄, £ímº zís-
káme rovnici

y0 · y′(x0) + x0 = y2
0.

Na základ¥ toho, ºe námi hledané
k°ivky jsou tvo°eny body [x0, y0],
m·ºeme °íct, ºe hledané k°ivky na-
lezneme °e²ením diferenciální rovnice:

yy′ + x = y2.

Tato rovnice je Bernoulliho rovnice. Pouºijeme substituci z = y2, ze které vyjád°íme
z′ = 2yy′, odkud y′ = z′ · 1

2y
. Po dosazení substituce do rovnice získáme novou rovnici,

která je lineární:
1
2
z′ + x = z,

z′ − 2z = −2x.
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Tuto rovnici budeme °e²it metodou integra£ního faktoru. Z posledního zápisu rovnice je
vid¥t, ºe integra£ní faktor získáme jako e−

´
2 dx = e−2x. Po vynásobení obou stran rovnice

integra£ním faktorem rovnici dále upravujeme:

z′e−2x − 2ze−2x = −2xe−2x,

(ze−2x)
′
= −2xe−2x,

ze−2x = −2
´
xe−2x dx.

Integrál na pravé stran¥ rovnice vy°e²íme metodou per partes:

−2
´
xe−2x dx = −2(−1

2
xe−2x + 1

2

´
e−2x dx) = xe−2x + 1

2
e−2x + c, c ∈ R.

Po dosazení hodnoty integrálu na pravou stranu rovnice pokra£ujeme v úpravách a zp¥tným
dosazením odstraníme substituci z = y2 a upravíme:

ze−2x = xe−2x + 1
2
e−2x + c, c ∈ R,

y2e−2x = xe−2x + 1
2
e−2x + c, c ∈ R,

y2 = x+ 1
2

+ ce2x, c ∈ R,

coº jsou rovnice námi hledaných k°ivek. �
_
_
_

P°íklad 18
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥, které mají následující vlastnost:
Libovolná te£na k°ivky vytvá°í na osách sou°adnic úseky, jejichº sou£et délek je 2a.
(Pro jednoduchost poºadujte vlastnost v zadání pouze po te£nách protínajících osy sou-
°adnic v jejich kladných £ástech.)

_
�e²ení. Ozna£íme-li x̄, ȳ délku úsek· vy´atých te£nou na osách sou°adnic, pak poºadavek
zadání lze jednodu²e formulovat jako x̄+ ȳ = 2a. Po dosazení za x̄ a ȳ podle vzorc· (1.4)
a (1.5) do tohoto poºadavku získáme rovnici

x0 − y0
y′(x0)

+ y0 − x0 · y′(x0) = 2a.

Díky tomu, ºe námi hledané k°ivky jsou tvo°eny body [x0, y0], m·ºeme °íct, ºe hledané
k°ivky jsou °e²ením diferenciální rovnice:

x− y
y′

+ y − xy′ = 2a.
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Tuto rovnici dále upravujeme:

xy′ − y + yy′ − x(y′)2 = 2ay′,

xy′(1− y′)− y(1− y′) = 2ay′,

xy′ − y = 2ay′

1−y′

y = xy′ − 2ay′

1− y′
.

Z tohoto vyjád°ení je vid¥t, ºe se jedná o Clairautovu rovnici. Pouºijeme substituci p = y′

a ob¥ strany rovnice zderivujeme podle x (p°i derivování k p p°istupujeme jako k funkci
prom¥nné x). Postupn¥ dostáváme:

y = xp− 2ap

1− p

∣∣∣∣ d

dx
, (3.8)

p = p+ xp′ − 2ap
′(1−p)−pp′(−1)

(1−p)2 ,

0 = xp′ − 2ap′

(1−p)2 ,

0 = p′
[
x− 2a

(1−p)2

]
.

Tato rovnice má dv¥ moºná °e²ení. První moºnost je p′ = 0, odkud plyne p = c, coº po
dosazení do rovnice (3.8) dává °e²ení rovnice y = xc− 2ac

1−c , c ∈ R \ {1} (podmínka c 6= 1 je
nutná kv·li nemoºnosti d¥lit nulou).

_
Druhé °e²ení získáme z moºnosti x− 2a

(1−p)2 = 0. Odtud lze vyjád°it x = 2a
(1−p)2 , coº dosadíme

do rovnice (3.8):

y = 2ap

(1−p)2 −
2ap
1−p = 2ap2

(1−p)2 .

Ze vztahu x = 2a
(1−p)2 lze vyjád°it (1− p)2 = 2a

x
a p = 1 ±

√
2a
x

(± se ve vyjád°ení
objevilo kv·li tomu, ºe p°i odmocn¥ní jsou dv¥ moºnosti). Vyuºijeme vyjád°ení, dosadíme
a upravíme:

y =
2a(1±2·

√
2a
x

+ 2a
x

)
2a
x

= x± 2x
√

2a
x

+ 2a,

y − x− 2a = ±2x
√

2a
x
,
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(y − x− 2a)2 = 8ax.

Námi hledané k°ivky tedy mají rovnice (y − x− 2a)2 = 8ax, y = xc− 2ac
1−c , c ∈ R \ {1}. �

_
Poznamejme je²t¥, ºe samotná podmínka zadání nazna£uje, ºe úloha povede na °e²ení
Clairautovy rovnice. Podmínce triviáln¥ vyhovuje jistá soustava p°ímek a tyto p°ímky
zárove¬ mají být te£nami k°ivek, které mají spl¬ovat vlastnost poºadovanou zadáním.
Tato vlastnost je typická práv¥ pro °e²ení Clairautovy rovnice, u které je kaºdá p°ímka
obecného °e²ení te£nou ke k°ivce singulárního °e²ení.
_

_
_

P°íklad 19
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající k°ivky y = ln ax pod úhlem π
3
pro libovolnou nenulovou

hodnotu konstanty a (v míst¥ pr·se£íku k°ivek svírají jejich te£ny úhel π
3
bez ohledu na

hodnotu konstanty a). Úhel ode£ítejte v záporném smyslu.
_
Pozn.: Zadání je ekvivalentní úloze nalézt izogonální trajektorie systému k°ivek y = ln ax
protínající tento systém pod úhlem π

3
(ode£ítaným v záporném smyslu).

_
�e²ení. Nejprve ur£íme derivaci k°ivky y = ln ax: y′ = 1

x
. Pomocí tohoto vztahu m·ºeme

vypo£ítat sm¥rnici te£ny k°ivky y = ln ax v libovolném jejím bod¥. Zárove¬ lze °íct, ºe
diferenciální rovnice y′ = 1

x
ur£uje systém k°ivek y = ln ax (tyto k°ivky jsou jejím °e²ením).

_
V rovnici y′ = 1

x
nahradíme derivaci y′ výrazem y′−

√
3

1+
√

3·y′ získaným ze vzorce (2.4), £ímº zís-
káme diferenciální rovnici, jejímº °e²ením jsou námi hledané k°ivky. Postupnými úpravami
dostáváme:

y′−
√

3

1+
√

3·y′ = 1
x
,

xy′ −
√

3 · x = 1 +
√

3 · y′,

y′(x−
√

3) =
√

3 · x+ 1,

y′ =
√

3·x+1
x−
√

3
.

Jelikoº tato rovnice je typu y′ = f(x), vy°e²íme ji jednoduchým integrováním:

y =
´ √

3·x+1
x−
√

3
dx =

√
3
´ x+ 1√

3

x−1
dx =

√
3
´ x−1+ 1√

3
+1

x−1
dx =

=
√

3
´

(1 +
1√
3

+1

x−1
) dx =

√
3 · x+ (1 +

√
3) · ln |x− 1|+ c, c ∈ R.

Námi hledané k°ivky jsou tedy y =
√

3 · x+ (1 +
√

3) · ln |x− 1|+ c, c ∈ R.
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Obrázek 3.15

_
Gra�cké znázorn¥ní celé situace je
na obrázku 3.15. K°ivky p·vod-
ního systému k°ivek (y = ln ax)
jsou zobrazeny plnou £arou, jejich
izogonální trajektorie jsou zobra-
zeny te£kovan¥. Z obrázku je pa-
trné, ºe k°ivky se protínají pod
konstantním úhlem ve v²ech pr·-
se£ících.

_
_
_
_

_ �

P°íklad 20
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající systém p°ímek y = ax pod úhlem π
2
pro libovolnou

nenulovou hodnotu konstanty a.
_

Pozn.: Zadání je ekvivalentní úloze nalézt ortogonální trajektorie systému k°ivek y = ax.
_
�e²ení. Vyjdeme ze vzorce (2.6). Z rovnice p°ímek vyjád°íme a = y

x
, p°i£emº podle zna£ení

pouºitého u vzorce (2.6) máme G(x, y) = y
x
. Parciální derivace G(x, y) jsou ∂G

∂x
= − y

x2

a ∂G
∂y

= 1
x
, coº dosadíme do vzorce (2.6):

1

x
+

y

x2
y′ = 0.

Jednoduchou úpravou dále dostáváme:

1 +
y

x
y′ = 0,

y′ = −x
y
.

�e²ením této diferenciální rovnice jsou námi hledané k°ivky. Pouºitím metody separace
prom¥nných a následnými úpravami dostáváme:

dy
dx

= −x
y
,

−
´
x dx =

´
y dy,

−1
2
x2 = 1

2
y2 + c̃, c̃ ∈ R,

x2 + y2 = c, c ∈ R,
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Obrázek 3.16

coº jsou rovnice námi hledaných
k°ivek. Jelikoº ale pro c = 0 je
°e²ením pouze samotný bod [0, 0],
jehoº kolmost k p°ímce nemá
smysl uvaºovat a pro c < 0 je °e²e-
ním prázdná mnoºina, námi nale-
zené k°ivky s poºadovanou vlast-
ností budou x2 + y2 = c, c > 0.
Z rovnic nalezených k°ivek a p°í-
mek v zadání je patrná velmi
názorná geometrická interpretace,
která je znázorn¥na na obrázku
3.16. Soustava p°ímek ze zadání
(plnou £arou) ur£uje v²echny p°ímky procházející po£átkem a k°ivky které jsou k nim
ke v²em kolmé jsou kruºnice se st°edem v po£átku (te£kovan¥). �
_

_
_

P°íklad 21
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající soustavu hyperbol y = a
x
pod úhlem π

4
pro libovolnou

hodnotu konstanty a. Úhel ode£ítejte v záporném smyslu._
_

Pozn.: Zadání je ekvivalentní úloze nalézt izogonální trajektorie systému k°ivek y = a
x

protínající tento systém pod úhlem π
4
(ode£ítaným v záporném smyslu).

_
�e²ení. Vyjdeme ze vztahu (2.5). Z rovnic hyperbol vyjád°íme a = xy. Ozna£me
G(x, y) = xy. Parciální derivace jsou ∂G

∂x
= y a ∂G

∂y
= x, coº po dosazení do vztahu

(2.5) vede k rovnici:
(x+ y) y′ = x− y.

�e²ením této diferenciální rovnice jsou námi hledané k°ivky. Úpravou získáme:

y′ = x−y
x+y

.

Po roz²í°ení pravé strany rovnice výrazem 1
x
je vid¥t, ºe tato diferenciální rovnice je homo-

genní:

y′ =
1− y

x

1+ y
x
.

Pouºijeme substituci z = y
x
, ze které vyjád°íme y = zx a y′ = z′x + z. Po dosazení do

diferenciální rovnice získáme novou rovnici, kterou budeme dal²ími úpravami p°evád¥t na
rovnici se separovanými prom¥nnými:
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z′x+ z = 1−z
1+z

,

dz
dx
x = 1−z

1+z
− z = −z2−2z+1

1+z
,

´
1+z

−z2−2z+1
dz =

´
1
x

dx.

Pokud integrál na levé stran¥ upravíme jako
´

1+z
−z2−2z+1

dz = −1
2

´ −2−2z
−z2−2z+1

dz, v in-
tegrandu bude £itatel roven derivaci jmenovatele, £ehoº vyuºijeme pro dal²í integraci
a úpravy:

−1
2
ln |−z2 − 2z + 1| = ln |x|+ c = ln |x|+ ln ec, c ∈ R,

ln 1√
−z2−2z+1

= ln(K̃ |x|), K̃ > 0, −z2 − 2z + 1 6= 0,

1√
−z2−2z+1

= K̃x, K̃ ∈ R \ {0},

K = x2(−z2 − 2z + 1), K > 0.

Dosazením moºnosti z = −1±
√

2 (°e²ení rovnice −z2 − 2z + 1 = 0 dané podmínkou) do
zadání rovnice je moºné zjistit, ºe jde také o její °e²ení, tedy konstanta K m·ºe nabývat
i hodnoty 0. Po zp¥tném dosazení substituce z = y

x
získáme °e²ení rovnice:

K = x2(− y2

x2
− 2 y

x
+ 1), K ≥ 0.

Po drobné úprav¥ získáme

x2 − 2xy − y2 = K, K ≥ 0,

coº jsou rovnice námi hledaných k°ivek. �
_

_
_

P°íklad 22
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající soustavu kruºnic x2 + y2 = 2ay pod úhlem π
4
pro

libovolnou nenulovou hodnotu konstanty a. Úhel p°i£ítejte v kladném smyslu.
_
Pozn.: Zadání je ekvivalentní úloze nalézt izogonální trajektorie systému k°ivek
x2 + y2 = 2ay protínající tento systém pod úhlem π

4
(p°i£ítaným v kladném smyslu).

_
�e²ení. Vyjdeme z rovnice (2.5). Z rovnice systému k°ivek vyjád°íme a = x2+y2

2y
. Podle

zna£ení v rovnici (2.5) pak máme G(x, y) = x2+y2

2y
. Parciální derivace jsou ∂G

∂x
= y, ∂G

∂y
= x.

Dosadíme-li je do rovnice (2.5), získáme:(
y2 − x2

2y2
− x

y

)
y′ = −y

2 − x2

2y2
− x

y
.
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Ob¥ strany rovnice vynásobíme výrazem −2y2 a dále upravíme:

(
−y2 + x2 + 2xy

)
y′ = y2 − x2 + 2xy,

y′ = 2xy−x2+y2

2xy+x2−y2 .

Po roz²í°ení pravé strany rovnice výrazem 1
x2

získáme tvar, ze kterého je vid¥t, ºe jde
o homogenní diferenciální rovnici:

y′ =
2 y
x
−1+ y2

x2

2 y
x

+1− y2

x2

.

Pouºijeme substituci z = y
x
, ze které vyjád°íme y = zx a y′ = z′x + z. Po dosazení do

rovnice získáme novou rovnici, kterou budeme dal²ími úpravami p°evád¥t na rovnici se
separovanými prom¥nnými:

z′x+ z = 2z−1+z2

2z+1−z2 ,

dz
dx
x = 2z−1+z2

2z+1−z2 − z = 2z−1+z2−2z2−z+z3
2z+1−z2 ,

dz
dx
x = z3−z2+z−1

2z+1−z2 = z2(z−1)+z−1
2z+1−z2 ,

dz
dx
x = (z−1)(z2+1)

2z+1−z2 ,
´

2z+1−z2
(z−1)(z2+1)

dz =
´

1
x

dx.

Integrál na levé stran¥ rovnice zjednodu²íme pomocí rozkladu na parciální zlomky. Nov¥
vzniklé integrály na levé stran¥ mají v £itateli zlomk· derivace jmenovatel·, £ehoº vyuºi-
jeme pro integraci a následné úpravy:´

( 1
z−1
− 2z

z2+1
) dz =

´
1
x

dx,

ln |z − 1| − ln |z2 + 1| = ln |x|+ c = ln |x|+ ln ec, c ∈ R,

ln
∣∣ z−1
z2+1

∣∣ = ln(K |x|), K > 0,∣∣ z−1
z2+1

∣∣ = K |x| , K > 0,

z−1
z2+1

= Kx, K ∈ R \ {0}.
Je-li K = 0 pak z = 1, coº je ale také °e²ení rovnice. Konstanta K tedy m·ºe nabývat
libovolné reálné hodnoty. Po zp¥tném dosazení substituce z = y

x
dále získáváme:

y
x
−1

y2

x2
+1

= Kx, K ∈ R,

y−x
x

y2+x2

x2

= Kx, K ∈ R,

y−x
y2+x2

= K, K ∈ R,
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y − x = K(x2 + y2), K ∈ R,

coº jsou rovnice námi hledaných k°ivek.

Obrázek 3.17

_
Pro K = 0 jde o p°ímku y = x.
Pokud K 6= 0, lze rovnici upravit
na tvar x2 + y2 − 1

K
(y − x) = 0,

ze kterého je vid¥t, ºe jde o sou-
stavu kruºnic. Spole£nou vlast-
ností t¥chto kruºnic je, ºe mají
st°ed na p°ímce y = x (jejich po-
lom¥r se m¥ní v závislosti na po-
loze st°edu). Bliº²í znázorn¥ní je
na obrázku 3.17 (soustava kruºnic
ze zadání je plnou £arou, izogo-
nální trajektorie jsou te£kovan¥).
_ �
_

_

P°íklad 23
_

Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající soustavu parabol x2 − 2y = Cx pod úhlem π
2
pro

libovolnou nenulovou hodnotu konstanty C.
_

Pozn.: Zadání je ekvivalentní úloze nalézt ortogonální trajektorie systému k°ivek
x2 − 2y = Cx.
_
�e²ení. Vyjdeme ze vztahu (2.6). Z rovnice parabol vyjád°íme C = x2−2y

x
, z £ehoº máme

podle zna£ení pouºitého ve vztahu (2.6) G(x, y) = x2−2y
x

. Parciální derivace jsou
∂G
∂x

= x2+2y
x2

, ∂G
∂y

= − 2
x
. Dosazením do vztahu (2.6) získáme:

−2

x
− x2 + 2y

x2
y′ = 0.

�e²ením této rovnice jsou námi hledané k°ivky. Rovnici postupn¥ upravujeme:

−2x−
(
x2 + 2y

)
y′ = 0,

−2x =
(
x2 + 2y

)
y′,

−2
x

y′
= x2 + 2y,
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1
2
x+ 1

y′
= − y

x
.

V této rovnici provedeme zám¥nu prom¥nných s vyuºitím vztahu y′ = dy
dx

= 1
dx
dy

= 1
x′
.

Vzhledem k tomu, ºe úlohu °e²íme z geometrického pohledu, není podstatné, zda nezávisle
prom¥nná je x nebo y. �e²ení budeme hledat jako funkci x prom¥nné y:

1
2
x+ x′ = − y

x
.

Tato rovnice je Bernoulliho rovnice. Pouºijeme substituci z = x2, ze které vyjád°íme
x =
√
z a z′ = 2xx′, £ímº po dosazení získáme lineární diferenciální rovnici:

1
2

√
z + z′

2
√
z

= − y√
z
,

z′ + z = −2y.

Integra£ní faktor (kterým vynásobíme rovnici) je e
´

1 dy = ey, £ehoº vyuºijeme pro dal²í
úpravy:

z′ey + zey = −2yey,

(zey)′ = −2yey,

zey = −2
´
yey dy.

Integrál na pravé stran¥ rovnice vy°e²íme pouºitím metody per partes:

zey = −2
´
yey dy = −2(yey −

´
ey dy) = −2yey + 2ey + c, c ∈ R.

Po zp¥tném dosazení substituce z = x2 získáme °e²ení rovnice:

x2ey = −2yey + 2ey + c, c ∈ R,

x2 = −2y + 2 + ce−y, c ∈ R,

coº jsou rovnice námi hledaných k°ivek. �
_

_
_

P°íklad 24
_

Ur£ete tvar zrcadla, které odráºí rovnob¥ºné sv¥telné paprsky do jediného bodu (ohniska).
_

�e²ení. Zvolme sou°adnou soustavu tak, ºe ohnisko do kterého mají sm¥°ovat sv¥telné
paprsky, bude mít sou°adnice [0, 0]. Dále p°edpokládejme, ºe rovnob¥ºné paprsky sm¥°ující
do zrcadla p°icházejí rovnob¥ºn¥ s osou y a sm¥°ují proti její orientaci. Tyto p°edpoklady
nemají vliv na tvar zrcadla, protoºe umíst¥ní zrcadla ani sm¥r p°íchozích paprsk· nemají
vliv na jeho optické vlastnosti. Tvar zrcadla budeme hledat jako funkci prom¥nné x ve
tvaru y = f(x).
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Obrázek 3.18

Situace nastín¥ná zadáním je zná-
zorn¥na na obrázku 3.18. Nejprve
vyuºijeme toho, ºe úhel dopadu
paprsku na zrcadlo se rovná úhlu
odrazu. Úhel α (znázorn¥ný na ob-
rázku mezi normálou n a odra-
ºeným paprskem q) tedy svírají
i p°ímky p (p°icházející paprsek)
a n (normála zrcadla k), neboli
α = ∠(p, n). Jelikoº p°ímka r je
k p°ímce p kolmá, musí platit
2α + ∠(r, q) = π

2
, odkud dosta-

neme ∠(r, q) = π
2
− 2α. Jelikoº

t a n jsou kolmé a ∠(p, n) = α, jednodu²e dovodíme ∠(p, t) = π
2
− α. Jelikoº p a r

jsou také kolmé, získáváme dále β = π
2
− ∠(p, t) = π

2
−
(
π
2
− α

)
= α, tedy α = β.

_
Jelikoº derivace má význam sm¥rnice te£ny, lze psát y′(x0) = tg β = tgα. Dále bu-
deme pot°ebovat nalézt souvislost mezi y′(x0) a sou°adnicemi bodu [x0, y0], do kterého
dopadá paprsek. Jelikoº námi hledaná k°ivka je tvo°ena body [x0, y0], bude °e²ením rov-
nice dané touto souvislostí (po zobecn¥ní odstran¥ním index· u sou°adnic) námi hledaná
k°ivka y = f(x). P°i hledání této souvislosti vyuºijeme skute£nost, ºe úhel mezi p°ímkami
r a q lze vyjád°it pomocí sou°adnic x0, y0 i pomocí úhlu α. Jednak platí vztah
tg (∠(r, q)) = |y0|

x0
= − y0

x0
, ale také platí tg (∠(r, q)) = tg

(
π
2
− 2α

)
. S vyuºitím vztahu

tg (π
2
− 2v) = cotg (2v) = 1−tg2 v

2·tg v známého z goniometrie m·ºeme postupn¥ oba vztahy
zkombinovat:

tg (∠(r, q)) = −y0

x0

=
1− tg2 α

2·tgα
=

1− (y′(x0))2

2 · y′(x0)
,

−y0

x0

=
1− (y′(x0))2

2 · y′(x0)
.

Odstran¥ním �p°ebyte£ných� index· získáme diferenciální rovnici, jejímº °e²ením je k°ivka
y = f(x), která popisuje tvar zrcadla:

−y
x

=
1− (y′)2

2y′
.

Jelikoº na²ím cílem je najít °e²ení ve tvaru y = f(x), pokusíme se (místo °e²ení metodou
substituce p = y′) úpravami vyjád°it y′ explicitn¥:

2yy′ = x
(

(y′)
2 − 1

)
,

x (y′)
2 − 2yy′ − x = 0,
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(y′)
2 − 2

y

x
y′ − 1 = 0.

Na tuto rovnici se budeme dívat jako na kvadratickou rovnici s neznámou y′. Rovnici
vy°e²íme:

y′ =
2 y
x
±
√

4 y
2

x2
+ 4

2
=
y

x
±
√(y

x

)2

+ 1.

Jelikoº y < 0 a x > 0 (viz obrázek 3.18), je sm¥rnice te£ny kladná a tedy musí být y′ > 0.
Z toho plyne, ºe v rovnici musí být p°ed odmocninou znaménko +. �e²íme tedy rovnici

y′ =
y

x
+

√(y
x

)2

+ 1.

Je vid¥t, ºe tato rovnice je homogenní. Pouºijeme substituci z = y
x
, ze které vyjád°íme

y = zx a y′ = z′x+z. Po dosazení do rovnice získáme novou rovnici, kterou dále upravujeme
na rovnici se separovanými prom¥nnými:

z′x+ z = z +
√
z2 + 1,

dz

dx
x =
√
z2 + 1,

ˆ
dx

x
=

ˆ
dz√

z2 + 1
.

Integrál na levé stran¥ rovnice je triviální. Integrál na pravé stran¥ rovnice bývá b¥ºn¥
uvád¥n v tabulkách elementárních integrál·, proto zde nebudeme tuto integraci rozepisovat
podrobn¥, pro jeho výpo£et je moºno pouºít substituci

√
1 + z2 = t − z. Po integraci

pokra£ujeme v úpravách:

ln |x| = ln
∣∣∣z +

√
z2 + 1

∣∣∣+ c = ln
∣∣∣z +

√
z2 + 1

∣∣∣+ ln ec, c ∈ R,

ln |x| = ln
(
K ·

∣∣∣z +
√
z2 + 1

∣∣∣) , K > 0,

|x| = K ·
∣∣∣z +

√
z2 + 1

∣∣∣ , K > 0,

x = K ·
(
z +
√
z2 + 1

)
, K ∈ R \ {0} .

Po zp¥tném dosazení substituce z = y
x
dále upravujeme:

x = K ·

(
y

x
+

√
y2

x2
+ 1

)
, K ∈ R \ {0} ,
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x

K
− y

x
=

√
y2

x2
+ 1, K ∈ R \ {0} ,

x2

K2
− 2 · x

K
· y
x

+
y2

x2
=
y2

x2
+ 1, K ∈ R \ {0} ,

x2

K2
= 2

y

K
+ 1, K ∈ R \ {0} ,

x2 = 2Ky +K2 = K(2y +K), K ∈ R \ {0} .

_
Z vyjád°ení x2 = 2K(y+ K

2
), K ∈ R\{0} je vid¥t, ºe námi nalezené k°ivky jsou soustavou

parabol. Vrchol t¥chto parabol leºí vºdy na ose y, zárove¬ lze ale nalézt n¥jakou takovou
parabolu pro kaºdý bod osy y (krom¥ po£átku [0, 0]). Parametr parabol je K, odkud vzdá-
lenost vrcholu od ohniska je K

2
, coº je ale pro kaºdou námi nalezenou parabolu sou£asn¥

y-ová sou°adnice vrcholu. Z t¥chto skute£ností plyne, ºe ohnisko je pro v²echny námi nale-
zené k°ivky spole£né [0, 0] (coº je podle námi zvoleného zp·sobu formulace zadání zárove¬
bod, do kterého se odrazí v²echny paprsky p°icházející do vyduté £ásti zrcadla rovnob¥ºn¥
s osou y). Jelikoº p°i zadání vrcholu a ohniska je ur£ena parabola jednozna£n¥ (a je práv¥
jedna) a zárove¬ m·ºeme zvolit kaºdý bod na ose y (s výjimkou pevn¥ zvoleného ohniska),
m·ºeme zji²t¥né záv¥ry zobecnit. Kaºdá parabola odráºí sv¥telné paprsky, sm¥°ující do její
duté £ásti ve sm¥ru kolmém na její °ídící p°ímku (neboli rovnob¥ºn¥ s její osou), do svého
ohniska. Hledaným tvarem zrcadla ze zadání je tedy obecn¥ parabola.

_
Dopl¬m¥ je²t¥, ºe tato úloha se nazývá �Archimédova�. Traduje se, ºe p°i obléhání Syrakus
v letech 214-212 p°. Kr. m¥l Archimédés z vyle²t¥ných ²tít· obránc· sestavovat zrcadla,
kterými soust°edil slune£ní paprsky a zapaloval tak prosmolené lod¥ obléhatel·. �
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3.2 Ne°e²ené p°íklady

_
_

1. Ur£ete rovnici k°ivky, která prochází bodem [0, 0] a jejíº te£na vedená libovolným
bodem [x0, y0] k°ivky má sm¥rnici arcsinx0.

2. Ov¥°te, zda k°ivka y = 4
4−x má následující vlastnost:

Obsah trojúhelníka ur£eného libovolnou te£nou ke k°ivce, osou x a kolmicí k ose
x vedenou bodem dotyku te£ny a k°ivky je nem¥nný, rovná se jisté konstant¥ P .

Pokud je tato vlastnost spln¥na, ur£ete hodnotu konstanty P .

3. Ov¥°te, zda parabola y = 2x2 − 3x má následující vlastnost:

Plocha lichob¥ºníka tvo°eného te£nou paraboly v libovolném jejím bod¥
[
0 < x0 <

3
2
, y0

]
,

osou x, osou y a p°ímkou x = x0 je rovna k · x2
0, kde k je jistá konstanta.

Pokud je tato vlastnost spln¥na, ur£ete hodnotu konstanty k.

4. Najd¥te k°ivky v rovin¥, jejichº te£na protíná osu y v bod¥, jehoº y-ová sou°adnice
je o konstantu d v¥t²í, neº y-ová sou°adnice bodu dotyku te£ny. Která taková k°ivka
prochází bodem [1, 2]?

5. Najd¥te k°ivky v rovin¥, které mají následující vlastnost:

Pro libovolnou te£nu platí, ºe bod k°ivky, kterým je te£na vedena, je od pr·se£íku
osy y a této te£ny p¥tkrát dál neº od osy y (kolmá vzdálenost).

Které z t¥chto k°ivek procházejí bodem
[

1√
6
, −2

]
?

6. Ur£ete rovnice k°ivek v rovin¥, jejichº libovolná normála má následující vlastnost:
Délka úse£ky na ose x mezi po£átkem a pr·se£íkem normály s osou x je rovna
kvadrátu x-ové sou°adnice bodu, kterým je normála vedena. (Pro jednoduchost
poºadujte tuto vlastnost pouze po te£nách protínajících osu x v kladné £ásti.)

7. Najd¥te k°ivky v rovin¥, pro které je pr·se£ík libovolné te£ny s osou y stejn¥ vzdálen
od bodu dotyku i od po£átku sou°adné soustavy.

8. Ur£ete rovnice v²ech k°ivek (v rovin¥), jejichº libovolná te£na protínající p°ímku
y = 2x ji protíná v bod¥, jehoº x-ová sou°adnice je rovna dvojnásobku x-ové sou°ad-
nice bodu dotyku te£ny. Která taková k°ivka prochází bodem [0, 1]?

9. Najd¥te k°ivky v rovin¥, pro které je obsah lichob¥ºníka, ur£eného osami sou°adnic,
te£nou ke k°ivce a kolmicí na osu x, vedenou bodem dotyku, konstantní a roven 3a2.
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10. Ur£ete rovnice k°ivek v rovin¥, jejichº libovolná normála má následující vlastnost:
Délka úse£ky na ose x mezi po£átkem a pr·se£íkem normály s osou x je rovna
aritmetickému pr·m¥ru £tverc· sou°adnic bodu k°ivky, kterým je normála vedena.
(Pro jednoduchost poºadujte tuto vlastnost pouze po te£nách protínajících
osu x v kladné £ásti.)

11. Najd¥te k°ivky v rovin¥, které mají následující vlastnost: Úse£ka vy´atá sou°adnými
osami na libovolné te£n¥ k této k°ivce má konstantní délku a. (Pro jednoduchost
poºadujte vlastnost v zadání pouze po te£nách protínajících osy sou°adnic v jejich
kladných £ástech.)

12. Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající k°ivku y = ln kx pod úhlem ϕ pro libovolnou
nenulovou hodnotu konstanty k.
____a) ϕ = π

4
, úhel ode£ítejte v záporném smyslu,

____b) ϕ = π
2
.

13. Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající parabolu y = ax2 pod úhlem π
2
pro libovolnou

hodnotu konstanty a.

14. Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající paraboly y2 = −2x+a pod úhlem π
4
pro libovolnou

hodnotu konstanty a. Úhel p°i£ítejte v kladném smyslu.

15. Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající k°ivky (x − a)2 + y2 = a2 pod úhlem π
4
pro

libovolnou nenulovou hodnotu konstanty a. Úhel ode£ítejte v záporném smyslu.

16. Najd¥te k°ivky v rovin¥ protínající paraboly y2 +ay = x pod úhlem π
2
pro libovolnou

hodnotu konstanty a.

49



3.3 Výsledky ne°e²ených p°íklad·

_
_

1. y = x arcsinx+
√

1− x2 − 1

2. vlastnost je spln¥na, P = 2

3. vlastnost je spln¥na, k = 3
2

4. y = −d ln |x|+ c, c ∈ R, bodem [1, 2] prochází y = −d ln |x|+ 2

5. y = ± x√
24

+ c, c ∈ R, bodem
[

1√
6
, −2

]
procházejí k°ivky y = x√

24
− 5

2
, y = − x√

24
− 3

2

6. 3y2 = 2x3 − 3x2 + c, c ∈ R

7. x2 + y2 = Kx3, K ∈ R \ {0}

8. y = x2+c
x
, c ∈ R, bodem [0, 1] ºádná z t¥chto k°ivek neprochází

9. y = 2a2+cx3

x
, c ∈ R

10. y2 = cex − x2, c ∈ R

11. x
2
3 + y

2
3 = a

2
3

12. a) y = x+ 2 ln |x− 1|+ c, c ∈ R, b) y = −1
2
x2 + c, c ∈ R

13. x2 + 2y2 = c, c > 0

14. x+ y − 2 ln |y + 1| = c, c ∈ R

15. y−x
y2+x2

= c, c ∈ R

16. xy = 1
3
y3 + c, c ∈ R
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