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Abstrakt

V této bakalaiské préaci se vénujeme studiu geometrickych tloh, jejichZ teSeni
vede na diferencidlni rovnice prvniho fadu. Pozornost je vénovana zejména tiloham
hledéni kiivek, jejichz te¢na nebo normaéla spliiuji nékterou specifickou vlastnost.

Abstract

In this thesis we study geometric problems which can be solved using differential
equations. In particular, we study problems leading to seeking curves whose tangens
or normals fulfil some special conditions.
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Uvod

Tato préce se zabyva fesenim geometrickych uloh vedoucich na diferencidlni rovnice prvniho
fadu. Prace se sklada ze t¥i kapitol: Zaklady diferencidlniho poctu (kapitola 1), Diferencialni
rovnice 1. fadu (kapitola 2), Geometrické tlohy (kapitola 3). K vytvoreni prace mé vedla
snaha vytvorit text, ktery ukazuje nékteré jednoduché aplikace diferencialnich rovnic.

V prvni kapitole stru¢né uvadim definici derivace a na jejim zakladé ukazuji jeji geometricky
vyznam. Soucasti prvni kapitoly je dale pasaz o te¢nych a normalach kifivek a véta o derivaci
implicitné zadané funkci dvou proménnych.

Ve druhé kapitole jsou uvedeny zékladni typy diferencidlnich rovnic prvniho fadu a struc¢ny
popis jejich FeSeni demonstrovany na konkrétnich ptikladech. Cilem této kapitoly je, aby
byl ¢tenar neobeznameny s metodami FeSeni diferencidlnich rovnic schopen porozumét
feSeni diferencialnich rovnic obsazenych v geometrickych tlohach (viz kapitola 3). Hlavnim
zdrojem zadani diferencialnich rovnic v této kapitole je [2]. Soucasti kapitoly je také
odvozeni diferencidlnich rovnic slouzicich k nalezeni izogonalnich resp. ortogonalnich
trajektorii systému kiivek.

Treti kapitola tvoii jadro prace. Uvadim v ni feSené geometrické tlohy, které vedou
(s vyjimkou feseného piikladu ¢. 2 a nefesenych piikladi ¢. 2 a 3) na feSeni diferencialnich
rovnic 1. Fadu. V tlohach vystupuji zejména te¢na a normala k¥ivek, ¢ast tloh (alohy 19-23)
je zaméfena na hledani izogonalnich (resp. ortogonélnich) trajektorii. Cilem feSeného
prikladu ¢. 2 a netfeSenych piikladi ¢. 2 a 3 je procviceni geometrické a pocetni orientace
pii praci s tefnami a normalami (v ramci piikladi se dokazuje piipadné ovéfuje néjaké
tvrzeni). Zakladnim zdrojem, ze kterého jsem pii tvorbé této kapitoly Gerpal, byl [2].
U feSenych piikladu 6, 7, 9, 14-16, 18, 20 jsem pievzal zadani z [2], FeSeni tloh je pak
moje vlastni. Ulohu 24 jsem pievzal ze zdroje [5] (v tomto zdroji je uvedeno i jeji feSent,
pro ucely prace jsem jej ale prepracoval, upravil a doplnil). Zbyvajici fesené ulohy jsou
pak z velké ¢asti mnou vymyslené (nalezené zkouménim, piipadné vzniklé modifikaci aloh
napf. ze zdroje [2]). Na konci kapitoly jsou uvedeny nefesené piiklady a jejich vysledky
(zadani ze zdroje [5] pfevzato u piikladu 9-11, 13, jinak se jedna prevazné o moji tvorbu).

Konec feSeni je u kazdého feseného piikladu oznacen znakem M. U ¢tenaiu se pfedpoklada
znalost diferencidlniho a integralniho poc¢tu funkei jedné proménné.
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Kapitola 1

Zaklady diferencialniho poctu

1.1 Derivace a jeji geometricky vyznam

Definice: Bud f funkce a bod zy € D(f). Existuje-li

lim M, (1.1)

T—x0 T — ,Z‘O

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé xy a znac¢ime f'(zo).

Uvazujme nyni smérnici k obecné pfimky y = kx + ¢, prochazejici body [z, yo] a [z1, v1],
o 7é xI1. Plati

Y1 — Yo
1 — X

k=

=tgy,
kde ¢ je thel, ktery svird ptimka s kladnym smérem osy x. Rovnice této pfimky je
y — Yo = k(z — xo).

Predpokladejme nyni, ze tato pfimka je se¢nou grafu znamé funkce f a je urcena bodem
[0, f(xo)] této funkce a dalsim libovolnym bodem grafu [z, f(z)]. Smérnice této piimky

je
f(x) = f(z0)

T — X

k= =tgp.

Rozumime-li te¢nou s bodem dotyku 7' [xg, f ()] limitni polohu uvazované se¢ny, kdy se
bod z blizi bodu x(, bude jeji smérnice

i @) = S o)

T—x0 r — T

=tgy,

coz se shoduje s definici (1.1) derivace funkce f v jejim bodé z = xy. Pfipomeiime, Ze
 oznacuje thel, ktery tato tecna svird s kladnym smérem osy z. Je vidét, ze geometricky
vyznam derivace funkce f v bodé [zg, f(zo)] je smérnice te¢ny ke grafu funkce f vedené
timto bodem.



1.2 Tec¢na a normala ke grafu funkce

Uvazujme funkci f = f(x). VyuZijeme-li faktu, ze geometricky vyznam derivace f'(zg)
v bodé [zg, f(xg)] funkce f je smérnice k tetny y = kx + ¢ vedené bodem z, (piesnéji
bodem [zg, f(x0)], pokud vSak v dalsim textu prace bude ziejmé o jakou funkci f se jedna,
budeme se odvolavat pouze na z-ovou soufadnici bodu), ziskime rovnici te¢ny ke grafu
funkce f v jejim bodé xy (s vyuzitim f(z) = y budeme misto f(x) v dal§im textu psat y):

v —yo =1y (x0)(x — x0). (1.2)

Uvazujme dale normalu ke grafu funkce f vedenou bodem xq. Jelikoz dvé piimky jsou kolmé
pravé tehdy, kdyz soucin jejich smérnic je roven —1, musi totéz platit pro te¢nu a norméalu
vedené spoleénym bodem zy. VyuZzijeme-li tento fakt a nahradime v rovnici (1.2) vyraz

Yy vyrazem —l%, ziskdme rovnici normély ke grafu funkce f vedené jejim bodem [xq, yo):

1
m(x — xp). (1.3)

Urceme dale tseky, které vytina tecna resp. normala na soufadnych osach. Nejprve uva-
zujme pruseéiky tecny (vedené bodem [xzg, yo] kiivky y = f(z)) se soufadnymi osami.
Dosadime-li body [z, 0] a [0, y] do rovnice (1.2) a vyjadiime z téchto dosazeni postupné
Z a 1, dostaneme:

Y—% = —

T = Top— _h .
r= y/<$0)’ (1 4)
¥ = yo — w0 -y (o). (1.5)

V takto ziskanych vyjadienich je Z (resp. §) xz-ova (resp. y-ova) souradnice pruseciku tecny
a osy x (resp. osy y). Déle |Z| (resp. |y|) udava délku tseku vytatého teénou kiivky na ose
x (resp. ose y). Podobné pro normélu lze uvazovat jeji pruseciky s osami, které oznacime
[z, 0] a [0, y]. Dosazenim téchto souradnic do rovnice (1.3) a vyjadienim Z a y dostaneme:

T=mx0+ Yoy (x0), (1.6)

~ Zo
Y=Y+ . 1.7
. y'(zo) 17)

V téchto vyjadienich je T (resp. y) z-ova (resp. y-ova) soufadnice prusec¢iku normaly kiivky
a osy « (resp. osy y). Dale |z| (resp. |y|) udava délku useku vyfatého touto normélou na
ose x (resp. ose y).

Pro tdplnost uvazujme je$té smérnici teCny kiivky zadané parametricky. Je-li graf funkce
f kiivka zadana parametricky rovnicemi = = ¢(t), y = ¢(t), pak za predpokladu ¢'(¢) # 0
je tato funkce v okoli bodu t = ¢, prosta. Tedy v bodé t, existuje inverzni funkce o1
V okoli bodu t, déle plati t = ¢ !(z), odkud y = ¥(t) = ¥ (¢ '(x)). Derivovanim
a vyuzitim véty o derivaci inverzni funkce ziskame:

v =v (07 @) (¢ (@) = (¢ () S @) o)




Dosazenim t = t, pak ziskdme vztah pro smérnici te¢ny kiivky x = ¢(t),y = ¢(t)
v jejim bodé [p(to), 1(to)]:
V' (to)

yito) = ¢(to)

1.3 Derivace implicitné zadané funkce dvou proménnych

Uvazujme rovinnou ki¥ivku, jejiz rovnici nelze upravit na tvar y = f(z). Pro vypocet
derivace y' pak pouzijeme néasledujici vétu:

Véta: Necht je dana funkce dvou proménnych F(x, y) = 0 a necht F' ma v néjakém okoli
bodu [0, yo] spojité parcidlni derivace F, a F, a dile necht F}(ro, yo) # 0. Pak existuje
okoli Os(zg) C R a existuje pravé jedna funkce f definovana na tomto okoli takova, ze
f(zo) = yo, F (x, f(z)) = 0 pro viechna x € Os(xy) a na Os(xy) mé f spojitou derivaci,
pro kterou plati

f(z) = —% (1.9)

kde y = f(z). O funkci f struéné hovoiime jako o implicitné zadané funkci.

Funkci dvou promeénnych lze derivovat také tak, Ze derivujeme rovnost bez vyjadieni
y a na y se divime jako na ,slozenou funkci, kterd je implicitnim zadanim x. Z takto
vzniklé rovnice pak vyjadiime /.

Piiklad: Urcete derivaci ¥ implicitné zadané funkce 2% + xy — 21 = y%.
Reseni. Rovnici zderivujeme a na y se divame jako na implicitni funkci x:

2x + vy + zy’ — 6y*y’ = 2y

Za zvlastni zminku stoji fakt, Ze xy jsme derivovali podle vzorce pro derivaci soucinu.
Ze vzniklé rovnice vyjadiime v/’

Jo 2ty
6y? +2y —
Vysledek odpovida derivovani podle vzorce (1.9). |




Kapitola 2

Diferencialni rovnice 1. radu

Diferencialni rovnice prvniho fadu jsou obecné rovnice F(z, y(z), y'(x)) = 0. V ramci
rovnice je mozné u feSeni diskutovat podminku y(a) = b, neboli pozadavek, aby FeSeni
rovnice prochazelo bodem [a, b]. Této tloze se pak ¥ikd pocateni tloha (nebo tzv. Cau-
chyho problém), FeSeni je konkrétni kiivka (kiivky) a takové FeSeni nazyvame partikularni
feSeni. Obecné je FeSeni diferencialni rovnice prvniho fadu zavislé na volbé konstanty K.
O takovém feSeni rovnice hovofime jako o tzv. obecném feSeni. V piipadé, ze je néjakéi
dal3i funkce feSenim diferencialni rovnice, ale z obecného FeSeni ji neni mozné ziskat zad-
nou volbou konstanty K, hovofime o singularnim feseni rovnice.

2.1 Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Rovnice se separovanymi proménnymi jsou rovnice tvaru y' = f(z) - g(y). Tyto rovnice
fesime tak, Ze vy’ rozepiSeme jako 3—"; a rovnici upravime do tvaru % = f(z)dz, kdy obé
strany rovnice zintegrujeme. Pokud mé rovnice g(y) = 0 feSeni, je potieba zvlast vySetiit,
zda se jedné o singularni feseni rovnice (tato FeSeni nemusi byt zahrnuta v obecném FeSeni

rovnice).
Ptiklad: Reste rovnici ylny + zy’ = 0.
Reseni. Derivaci y' rozepiSeme jako g—g a obé strany rovnice upravujeme:

ylny—i—xj—f’v’ =0,

_ (dz _ [ _dy
f x f ylny"
Nyni zintegrujeme obé strany rovnice. Integral na levé strané rovnice je elementérni, inte-
gral na pravé strané rovnice feSime pomoci substituce ¢ = Iny. Vysledky dale upravujeme:

—Inlz| =Inflny|l +¢ ceR,



In; =Inflny|+1Ine, c € R,
Vyraz e“ nahradime konstantou K, ktera nabyva pouze kladnych hodnot a s vyuzitim
pravidel pro pocitani s logaritmy dale upravujeme:

lnﬁ =In(K |Iny|), K > 0,

= =K|ny|, K >0.

||

Odstranénim absolutnich hodnot se sou¢asnym povolenim zdpornych hodnot konstanty K
ziskdme TeSeni rovnice:

1 =Klny, K € R\ {0}.

Hodnota K = 0 je v tuto chvili pro konstantu K nepiipustné, protoze odstranénim
absolutnich hodnot jsme k moznym hodnotam K ptidali vSechny mozné hodnoty —K,
ale timto zpiisobem jsme nepftidali hodnotu 0.

Nyni je potfeba uvazit rovnici ylny = 0, kterou jsme kvili podmince dané jmenovatelem
zlomku byli az dosud nuceni vyloucit z uvazovanych hodnot y. Tato rovnice ma dvé feseni.
Prvni feSeni je y = 0, které ale kvili defini¢nimu oboru logaritmu nevyhovuje zadani (nulu
nelze dosadit). Druhé feseni y = 1 (které je ekvivalentni s rovnici Iny = 0) je (jak lze
snadno ovéfit dosazenim do zadani) fesenim puvodni diferencialni rovnice. Toto FeSeni 1ze
ale ziskat volbou K = 0, proto o tuto hodnotu rozsifime mozné hodnoty konstanty K.

Celkoveé je tedy % = Klny, K € R, odkud lze obecné teSeni rovnice vyjadrit jako
y=e K K cR. |

2.2 Homogenni rovnice

. .. . , . p ;o Y ;
Homogenni rovnice jsou rovnice, které mohou byt zapsany ve tvaru y' = f(£). Tyto rovnice
feSime pouzitim substituce z = % ¢imz ziskame rovnici se separovanymi proménnymi.

Podrobnéji si tento postup ukadzeme na prikladu:
Priklad: Reste rovnici 22 + y2 = 2zyy/.

Reseni. Rovnici v zadéni je potfeba vynéasobit vyrazem :712 aby bylo patrné, Ze jde o homo-
genni rovnici:

1—|—g—z:2£y’.

T

ot



Pouzijeme substituci z = £, ze které vyjadiime y = zz a y' = 2'v + 2. Po dosazeni do
rovnice ziskdme novou rovnici, kterou budeme dal$imi tpravami prevadét na rovnici se
separovanymi proménnymi a dale upravime:

1+ 22 =22(2 + 2),

1+ 22 = Zng—i + 222,

1 _ 2z
—dr = 755 dz.

Nyni zintegrujeme obé strany rovnice:

[Lde=—[2dz

1—22

Integral na levé strané rovnice je elementarni, v pripadé integralu na pravé strané je
v ¢itateli zlomku derivace jmenovatele, ¢ehoz lze vyuzit pro integraci:

Injz| =—In|l — 2% +c¢ ceR.

S vyuzitim stejného postupu jako v prikladu FeSeném v ramci rovnic se separovanymi
proménnymi déle ziskavame:

In|z| = ln|17—122| +1Ine’, c € R,

In|z| = In 25, K >0,

==

x=-L. KeR\{0},

1—227

1—2?=Kuz, K € R\ {0}.

Konstantu K jsme z K ziskali jako K = % V pritbéhu feSeni rovnice jsme kviili podmince
dané jmenovatelem byli nuceni pfedpokladat, Ze 2% # 1, ale dosazenim z = 41 do zadani
rovhice po substituci je vidét, ze se také jedna o TfeSeni rovnice. Diky tpravé konstanty
K = L1 lze tato feSeni z obecného feSeni ziskat volbou konstanty K = 0, tudiz konstanta
K muze nabyvat libovolné reélné hodnoty.

Nyni je potieba jeSté zpétné dosazeni substituce z = £. Dosazenim do nami ziskaného

z
. 2
fesen{ ziskame obecné feSen{ rovnice ve tvaru 1 — 4 = K, K € R.
|



2.3 Linearni diferencialni rovnice
Linearni diferencialni rovnici nazgvame rovnici tvaru ¢ — a(x)y = b(z). Resit tuto rovnici
lze dvéma zpusoby. Jedna z moznosti je metoda variace konstanty, druh&d moznost je metoda

integra¢niho faktoru. Jelikoz v rdmci geometrickych tloh v kapitole 3 je pouzivana metoda
integra¢niho faktoru, popiSeme pouze ji. Metoda variace konstanty je popsana napt. v [1].

Pti feseni metodou integrac¢niho faktoru nejprve rovnici upravime na tvar

y = a(x)y +b(x). (2.1)

Obé strany rovnice pak vynasobime vyrazem e~/ @4 ktery se nazyva integracni faktor.
Rovnici 1ze potom upravovat takto:

y/e_ [a(z)dz a(x)ye_ Ja(x)de _ b(.I)e_fa(x) dx’
(ye—fa(a:) dx)/ — b(x)e—fa(x) dx,
ye~ Jo@de — [ (b(x)e*fa(:”)d‘”) der+ K, K € R,

y = el alz)dz S (b(:p)e*fa(x)d"”) dz + K|, K € R,

coZ je obecné TeSeni linearni diferencidlni rovnice ' = a(z)y + b(z).

Priklad: Reste pocatecni ulohu 1 — xT“y =22, y(1) = -2.

Reseni. Rovnice v zadani je ve tvaru (2.1), tudiz je ve tvaru, kdy ji budeme nésobit inte-
gra¢nim faktorem. Nejprve nalezneme integracni faktor:

T, ,—Ilnx

e [Etde e~ Ja+iyda _ e—T-inz e — e T.

=

8=

Timto integtacnim faktorem vynéasobime obé strany diferenciélni rovnice a dale upravu-
jeme:

/1

z+1 —=x T
=

— . _
e — y_xz e =xe 7,
1 —z\ _ —x

y-e =qxe *,

o= = [xe " du.
xX
K vyTeSeni integralu na pravé strané rovnice pouzijeme metodu per partes:

Yoot = [pe™dx = —ze " + [e*dz =e"(—z— 1)+, ceR.



Dalsimi apravami ziskame:

Yo =e"(—x — 1)+ ¢, c€R,

y =axe"e " (—x — 1) + cxe”, c € R,
y = —2% — 2+ cxe®, c € R,

coz je obecné feseni diferencidlni rovnice. Nyni jesté nalezneme partikulérni feseni spliujici

podminku y(1) = —2. Dosadime-li v obecném feSeni za x hodnotu 1 a za y hodnotu 2,
ziskdme rovnici —2 = —1 — 1+ c- e, ze které plyne ¢ = 0. Tudiz nami hledané partikularni
feSenf je y = —2? — . |

Pti feSeni diferencialnich rovnic je nékdy vyhodnéjsi zaménit proménné a ziskat diferenci-

alni rovnici, ve které vystupuje z’. Toho lze docilit vyuzitim vztahu ¢y’ = j—z = L = %
ay

V nésledujicim ptikladu si uvedeme rovnici, kterd po zaménéni proménnych prejde na
linearni diferencialni rovnici:

Piiklad: Metodou zamény proménnych feste rovnici (e¥ — z)y’ = y.

Resent. Nejprve rovnici piepiSeme tak, aby v ni vystupovalo 2’
eV —x =yr'.

Tato rovnice je linearni diferencialni. Ze tvaru a’ +§ = % je vidét, ze integracni faktor bude
el ¥ = ey — y. Po vynasobeni obou stran rovnice integra¢nim faktorem dale upravujeme:
ry+x=¢eY,

(ry)' = e,
vy = [e!dy=e’+c, ceR,

sev z 2 s N v s . 3 s . Y
odkud jiz ziskdme obecné feSeni diferencidlni rovnice ve tvaru x = e—;C, ceR. |

2.4 Bernoulliova rovnice

Bernoulliova rovnice je rovnice tvaru ' + a(z)y = b(z)y", r # 0, r # 1. Jestlize r = 0 nebo
r =1, jde o line4rni diferencialni rovnici. V opac¢ném piipadé vydélime rovnici vyrazem y"
a pouzijeme substituci z = y%l, ktera prevede rovnici na linearni diferencialni.

Priklad: Reste rovnici ¢ = 44 + 1\ /y.

b(z)y" a vydélime vyrazem ,/y:

oo



Zavedeme substituci z = ,/y, ze které vyjadiime 2’ = , odkud 3" = 22, /y. DalSimi

Upravami ziskdme

coz je linearni diferencialni rovnice, kterou vyfesime metodou integra¢niho faktoru. Nejprve
nalezneme integracni faktor:

e—Qf%dm —2lnz _ (eln:z:)—Z — 2=

=e 5

Po vynéasobeni obou stran diferencialni rovnice integra¢nim faktorem déle upravujeme:

!
z
2 2

2z’

le N

—~
awl‘“
~—
~
Il
&=

% = [5de=3ln|z[+c ceR,

z = 1a’In|z| 4+ ca?, c e R.

Po zpétném dosazeni substituce z = ,/y ziskivime obecné TeSeni diferencidlni rovnice ve
tvaru /y = %xQID |z| + cx?, ¢ € R. Na zacatku postupu p¥i déleni rovnice vyrazem VY
jsme ovsem byli nuceni pfijmout podminku y # 0. Dosazenim funkce y = 0 do zadan{ lze
snadno ovéfit, Ze jde o singularni feSeni (nelze jej ziskat Zadnou volbou konstanty ¢). W

2.5 Exaktni rovnice

Exaktni diferencialni rovnice je rovnice tvaru P(z, y)dz + Q(z, y)dy = 0 za souc¢asného
splnéni podminky - 6P = g, pricemz tyto parcialni derivace jsou spojité. V takovém piipadé
existuje kmenova funkce F(z, y), pro kterou plati, ze vyraz na levé strané diferencialni
rovnice je tplnym diferencidlem funkce F(:c y), tj. dF'(z, y) = F,dx + F, dy = 0. Odtud

plynou vztahy P(x, y) = BF((?Z Y Q(x, y) = (I Y Podminka exaktnosti 28 = g plyne ze

Schwarzovy véty o rovnosti smiSenych der1vac1. Resem takové exaktni d1ferenc1alni rovnice
pak lze zapsat v implicitnim tvaru jako F(z, y) = ¢, ¢ € R.



Piklad: Reste rovnici (e¥ + ye” + 3z2)dz = (2 — 2ze¥ — ¢%)dy.

Reseni. Rovnici nejprve upravime na tvar exaktni rovnice:
(e¥ + ye” + 3z?)dx + (=2 + ze¥ + e”)dy = 0.

Jednoduse lze ovérit, ze podminka exaktnosti je splnéna, protoze %—1; = % =e’ fev.

Nyni vyuzijeme vztah Q(z, y) = _6ng; v).

F(z,y) = [(—2+4 ze¥ + e*)dy + C(z),

F(z, y) = xe¥ +ye® — 2y + C(x).
Nyni jsme ziskali tvar kmenové funkce, ktery ma ovSem ten nedostatek, 7e ,konstan-

tou* C(r) muze byt jakakoliv funkce proménné x. Pro dalsi vypocet vyuZijeme vztah

Pz, y) = %ﬁ’y) a dosadime tvar kmenové funkce, ktery jsme ziskali vyse:

P(l’, y) Zey+yex+3x2 = % Zey—i-yex—i—C”(x),

Odtud C'(z) = 322, tedy C(z) = [3z*dx = 2*+¢, ¢ € R. Dosazenim za C(z) do kmenové
funkce ziskdme F(x, y) = we¥ + ye® — 2y + 2% + ¢, c € R.

Regen{ pitvodni diferencialni rovnice je tedy ze¥ + ye® — 2y + 23 = C, C € R. |

2.6 Clairautova rovnice

Clairautova rovnice je rovnice typu y = y'x + g(y’). Tuto rovnici feSime zavedenim substi-

tuce p = ¢’ a derivovanim celé rovnice podle z. Upravy jsou nasledujici:

y=zp+g(p),
y=p=p+ap+47,
0=ap +4(p)p,

0=p'(z+d(p)

Tato rovnice méa dvé mozna feeni. Bud p’ = 0 nebo z + ¢/(p) = 0 (soudin dvou ¢initelu je
roven nule kdyz kterykoliv z téchto ¢initeli je nulovy).
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Z prvni moznosti p’ = 0 ziskdme p = ¢, ¢ € R, coz po dosazeni do zadani rovnice dava
y = cx + g(c), kdy c je libovolna konstanta z defini¢niho oboru funkce g. Tato FeSeni jsou
obecnym FeSenim rovnice (z geometrického hlediska jde o piimky).

Singularni feSeni rovnice ziskAme z moznosti = + ¢’(p) = 0, odkud vyjadiime p jako funkei
x a dosadime do zadani rovnice, ¢imz ziskdme vyjadieni y. Pokud z rovnosti = + ¢'(p) = 0
nelze vyjadiit p, vyjadiime singularni feseni parametricky: z = —¢'(p), y = —pg’'(p) + 9(p)-
Hodnota parametru p muze byt v takovém piipadé jakakoliv hodnota z defini¢niho oboru
funkce g.

Pro Clairautovu rovnici je charakteristicky zajimavy vztah mezi singularnim a obecnym
feSenim. Kazda piimka obecného feseni je te¢nou ke kiivce singularniho feseni.

Priklad: Reste rovnici y = zy/ + /' + ¢V’
Resent. Zavedeme substituci p =y a rovnici zderivujeme a upravime:
y=uxp+p+e’, (2.2)
y=p=pt+ap +p +cp,

O=uap +p +ePp =p'(x+1+¢€P).

UvaZujme nejprve prvni moznost p’ = 0, odkud p = ¢, ¢ € R, coZ po dosazeni do (2.2) dava
obecné tfeseni y = xc+ c+e¢e“ c € R.

Ze druhé moznosti ziskame singuldrni feSeni. 7Z rovnice z + 1 + e? = 0 lze vyjadrit
e? = —1 — z, odkud logaritmovanim ziskime p = In(—1 — x). Po dosazeni do (2.2) pak
ziskdme singularni feSeni y = - In(—1 — ) +In(—1 —2) — 1 — . |

2.7 Izogonilni a ortogonalni trajektorie

Necht je dana soustava kiivek v roviné F(x, y, C') = 0 zavisla na jednom parametru C.
Protina-li ji néjaka jina rovinna kiivka podle urcitého zakona, nazyva se takova kiivka
trajektorii soustavy F(z, y, C')) = 0. Specidlnim pfipadem trajektorii soustav jsou izogo-
nalni a orgtogonalni trajektorie. Protina-li néjaki rovinna kiivka vSechny kiivky soustavy
F(z,y, C) = 0 pod tymz thlem ¢ (0 < ¢ < %) bez ohledu na hodnotu parametru C,
nazyva se takova kiivka izogondlni trajektorii soustavy (kfivky se protinaji pod dhlem
¢ pokud v misté jejich pruseciku sviraji jejich te¢ny thel ¢). Pokud ¢ = 7, nazyva se
takova kiivka ortogondlni trajektorii soustavy.
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Postup pro nalezeni izogonalnich a ortogonalnich trajektorii je nasledujici:

Ze systému kiivek F'(z, y, C') = 0 vyjadiime parametr C. Ziskame vyjadieni C' = G(z, y),
coz je ekvivalentni se zapisem G(z, y) — C = 0 (obé vyjadieni jsou zaroven ekvivalentni
s vyjadienim F(z, y, C) = 0 systému kiivek ze zadani). Podle véty o derivaci implicitné
zadané funkci aplikované na vyjadieni C' ziskdme:

oG oG ,

oyt T
Vztah (2.3) je diferencialni rovnice, jejimz fteSenim je soustava rovinnych kiivek
C = G(z, y) dana zadanim.

0. (2.3)

Nyni uvazime vztah mezi smérnicemi kiivek v zadani a jejich izogonalnimi trajektoriemi.
Uvazujme (0 < ¢ < 7). Necht 3 je derivace soustavy rovinnych kiivek F(z,y, C') = 0
a 3/, necht oznacuje derivaci izogonalnich trajektorii. Jelikoz derivace je smérnici te¢ny, plati
y' = tga, kde « je uhel, pod kterym protina piislusna te¢na vedena bodem [xg, yo] osu z.
Budeme-li thel ¢ odecitat v zaporném smyslu, tecny izogonalnich trajektorii protnou osu
x pod thlem tg (o — ¢). Budeme-li thel ¢ pricitat v kladném smyslu, te¢ny izogonalnich
trajektorii budou osu z protinat pod uhlem tg (o + ). Vyuzijeme-li vzorec z goniometrie
tg(utv) = %, muzeme psat:
tgattgp Yy +tgp

lFtga-tgy 1Fy'tgy
Pomoci vzorce (2.4) mizeme najit ke kazdé tecné systému kiivek C' = G(z, y) smérnici
te¢ny izogondlni trajektorie. Nahradime-li v diferencialni rovnici urcujici systém kiivek

. . , / . , . ., . . .
C = G(x, y) derivaci ¢’ vyrazem ly;;,tfg ‘f;, ziskame diferencialni rovnici

(2.4)

y, =tg(ax )=

9G | 0G| yEtgp _
Ox dy  lxy'tgy ’

kterou dale upravujeme:
5 (LFy'tgw) + 57 (v tgp) =0,

oG  0G oG oG
—+ —t =4+ —tgp— —. 2.5
(ay o gs@>y 9589 oa (2.5)
Vztah (2.5) je diferencialni rovnice, jejimz feSenim jsou izogonélni trajektorie systému
kiivek C' = G(x, y). Bereme-li z této rovnice pouze horni znaménka, ziskime systém izogo-
nalnich trajektorii vznikly ode¢itanim tdhlu ¢ v zdporném smyslu. Bereme-li pouze spodni
znaménka, ziskdme systém izogondlnich trajektorii vznikly pri¢itanim dhlu ¢ v kladném
smyslu.

V piipadé systému ortogondlnich trajektorii nezalezi na tom, zda pricitdme thel ¢ v klad-
ném nebo zaporném smyslu, oba takové systémy splyvaji do jednoho. Pro urc¢eni ortogonal-
nich trajektorii ale nelze pouzit rovnici (2.5), protoze tg 7 neni definovan (a pro odvozeni
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tudiz nelze pouzit vzorec pro vypocet tg (u=£wv)). Pro odvozeni diferencialni rovnice, jejimz
feSenim jsou ortogonalni trajektorie, vyuzijeme skutecnost, ze dvé primky jsou kolmé prave

tehdy, kdyZ soucin jejich smérnic je roven —1, z ¢ehoz pii nasem oznaceni plyne y, = —=..

1
Y

V diferencialni rovnici (2.3), jejimz FeSenim je soustava kiivek C' = G(z, y) dana zadanim,
nahradime vyraz y' vyrazem —i, ¢imz ziskdme rovnici

ze které ipravou ziskdme rovnici

a—G—a—Gy’:O.

oy on (2.6)

ReSenim rovnice (2.6) je soustava ortogonalnich trajektorii systému kitvek C' = G(z, y)

daného zadanim.
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Kapitola 3

Geometrické tlohy

3.1 Resené piiklady

Priklad 1

Urcete kiivku, kterd prochazi bodem [1, 2] a jejiz libovolna tedna ma smérnici In z, kde
To je x-ova soufadnice bodu dotyku te¢ny a kiivky.

Reseni. PHi feent tohoto piikladu vyuzijeme geometrického vyznamu derivace. Derivace
kiivky y = f(x) v jejim bodé z, udava smérnici te¢ny, ktera je vedena bodem xq. Pozadavek
zadani lze tedy zapsat ve formé jednoduché diferencialni rovnice y'(z) = Inz s po¢atecni
podminkou y(1)=2.

Reseni takovéto rovnice je vlastné nalezenim piislusné primitivni funkce. S pouzitim
metody per partes je obecné feSeni rovnice nésledujici:

y:flnxdx:xlnm—fx%dx:xlnx—quc,CGR.

Pro nalezeni partikularniho fteSeni pouzijeme pocateni podminku, tedy y(1)=2,
odkud 2 =1Inl — 1+ c a tedy ¢ = 3.

Rovnice nami hledané kiivky je tedy y = xlnx — x + 3. |
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Priklad 2

Ovéite, zda kiivky y; = % ays = % maji nasledujici vlastnost:

Obsah trojihelnika urcéeného libovolnou tec¢nou ke kfivce, osou x a pfimkou spojujici
pocatek soutadné soustavy s bodem dotyku tecny je neménny a roven konstanté P.
Pokud je tato vlastnost splnéna, urcete hodnotu konstanty P.

Reseni. Tetna kiivky y = f(2) v jejim bodé& [z, yo] mé rovnici y — yo = 3/ (x0) - (x — o).
Oznacime-li = vzdalenost priuseciku kiivky s osou z od pocatku soufadné soustavy
a dosadime do rovnice te¢ny bod [z, 0] (priusec¢ik te¢ny s osou z), ziskdme rovnici, kterou
musi kiivka s pozadovanou vlastnosti spliovat:

—yo =1y (xg) - (T — o). (3.1)

Geometricky je situace nasti-
nénd zadanim znizornéna na y
obrazku 3.1.

Obsah  trojihelnika  urceného

osou x, tetnou a piimkou \

spojujici pocatek soustavy RS A

s bodem [xg, yo] lze spocitat

S = %Zf’yo M X

Pro dalsi postup je potieba uvé-
domit si., ze mnozina bodu [xg, yo] Obréazek 3.1

tvoii kiivky s pozadovanou vlast-

nosti. Pro ovéreni, zda je vlastnost

zadani splnéna, dosadime vztahy yy = Ii‘% ayy = w% (dané predpisy zkoumanych kiivek) do
rovnic pro vypocet obsahu trojihelnika a upravené rovnice teény (3.1) a ovéfime, zda je
ziskané rovnice splnéna pro viechny body [zg, yo] jednotlivych kiivek.

Nejdiive ovéfime, zda je vlastnost splnéna pro kiivku y;. Po dosazeni rovnice kiivky

a jeji derivace do upravené rovnice tecny ziskdme vztah —% = —z%(:f — xp), ze kterého
0 0

vyjadiime z = %mo. Toto vyjadieni dosadime do vztahu pro vypocet obsahu trojihelnika
a oveérime dosazenim rovnice kfivky, zda je tento obsah konstantni. 7 vyjadieni
S = %% Xp - fg = % je patrné, ze obsah trojihelnika neni konstantni. Obsah je zavisly na
soutfadnicich bodu, kterym je te¢na vedena, kiivka y; tedy vlastnost pozadovanou zadanim

nespliuje.
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Ovéreni pro kiivku s je podobné. Po dosazeni rovnice kiivky a jeji derivace do upravené

rovnice te¢ny ziskime —x% = —5(% — x¢), odkud Z = 2z0. Po dosazeni do vztahu pro
0

vypocet obsahu ziskdme S = % -2 - % = 8, obsah je tedy konstantni (nezavisi na bodu
dotyku tefny). Podminku zadani tedy kiivka y, spliiuje a obsah je ¢iselné roven 8 (coz je

hodnota konstanty P). |

Priklad 3

Urcete rovnice vSech kfivek v roviné, jejichz libovolna tec¢na protind osu y v bodé, jehoz
y-ova soufadnice je o kladnou konstantu d mensi, nez y-ova soutadnice bodu dotyku tecny.

Reseni. P¥i FeSeni ulohy vyjdeme
z nac¢rtku na obrazku 3.2. y

Dle pozadavku zadani ma platit
Yo = ¥y +d, odkud y = yo — d.
Do tohoto vyjadireni dosadime y  y+d %V
ze vzorce (1.5), ¢imz ziskadme .
rovnici yo — o - ¥'(70) = yo — d,
odkud dalsi dpravou ziskame
—d = y'(xo)(—10). /

<|

Jelikoz hledané kiivky jsog tvofené Obrazek 3.9

body [zo, yo] (ze kterych je mozné

vést te¢nu s pozadovanymi vlast-

nostmi), lze fict, ze hledané kiivky jsou fesenimi diferencialni rovnice d = y’x. Tato rovnice
je typu v’ = f(x), feSeni rovnice ziskame nalezenim piislusnych primitivnich funkci, tedy
y=[2dr=d -In|z|+¢ ceR.

Jelikoz cilem zadani je nalézt vSechny kiivky s pozadovanou vlastnosti, je dilezité ponechat
ve tvaru feSeni argument pfirozeného logaritmu x v absolutni hodnoté. Z tvaru funkci
y = Inxz a y = In(—x) je tato skute¢nost dobfe patrna (y = In(—=z) je také kiivka
s pozadovanou vlastnosti). n
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Priklad 4

Urcete rovnice vSech kfivek v roviné, které maji nasledujici vlastnost:
Odvésny trojihelnika tvofeného te¢nou ke kiivce v libovolném jejim bodé a souradnymi
osami maji délky v poméru 1 : zg, kde x( je z-ova soufadnice bodu dotyku tecny a kiivky.

Reseni. Situaci v zadani si graficky
znazornime (obrazek 3.3).

7 obrazku je patrné, ze hledame
ktivky, pro  jejichz  teCny
vedené bodem [z, yo] plati
+Z2 = L pebo £ = L (£ je
y o R x {L‘Or7 ..
nutné kvuli tomu, ze pruseciky
s osami mohou mit v analy-

tickém vyjadieni i zaporné hod- _ X
noty soutadnic, ale pro délku x
useku bereme v 1vahu jejich Obrazek 3.3

absolutni hodnoty). MnoZina vy-
hovujicich bodi [z, yo| tvofi nami
hledané kiivky. Po dosazeni Z a g dle vzorcu (1.4) a (1.5) do analyticky vyjadienych poza-
davkil zadéni ziskdvame nésledujici rovnice:
v/ (z0)-z0—vg

v (2zq) — 4+ 1
Yyo—y'(z0)-To xo’

coz dava po tpraveé rovnici m = i%, tedy feSime rovnici ¢y = +x, a déle

yo—y (z0)-xo __ 41

y'(z0)-zo—yo ~ " xo’
v/ (z0)

coz dava po upraveé rovnici y'(zg) = j:%, tedy feSime rovnici ¢y = j:%.

Obé rovnice jsou rovnice typu y'(x) = f(z), jejich feSeni ziskame jednoduchym nalezenim

prislugnych primitivnich funkci. Integraly jsou v obou pfipadech elementarni, feSenimi jsou
« 2

kiivky y = £% 4+ ¢, y = £ln|z[ + ¢, c € R, |
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Priklad 5

Najdéte kiivky v roviné, které maji nasledujici vlastnost:

Pro libovolnou normalu plati, Ze bod kfivky, kterym je norméla vedena, je od priseciku
osy y a této norméaly dvakrat dél nez od osy y (kolmé vzdalenost).

Které z téchto kiivek prochazeji bodem [\/g, —1] ?

Reseni. Nejprve vyjadiime analyticky pozadavek zadani. Oznacime a vzdalenost bodu,
kterym je norméla vedena a prise¢iku norméaly s osou y. Déale y bude oznacovat y-ovou
soufadnici prisec¢iku normaly a osy y. Situace je zachycena na obrazku 3.4.

Pozadavky na vzdalenosti kladené y
zadanim lze postupné s vyuzitim
Pythagorovy véty upravit takto:

Yo
a
a = 2.170, %
3+ (yo — 4)? = 2z,
X
z3 + (yo — 9)? = 4a3, X,
(yo — §)* = 33, (3.2) Obrazek 3.4
Podle  vzorce  (1.7)  plati
Yy = Yo+ #f}o), odkud vyjadiime
Yo — Y = —%, coz dosadime do rovnice (3.2) a postupné upravujeme:

Jelikoz body [zg, yo] tvoFi nami hledané kiivky, jejich rovnice jsou FeSeni diferencialni
rovnice y = :l:\%. Tato rovnice je typu ¢/'(z) = f(x), jeji FeSeni tedy ziskime nalezenim
pislusné primitivni funkce: y = + | \/ig dr = :I:\/ig + ¢, c € R. Z analytického vyjadieni je
vidét, ze kiivky s pozadovanou vlastnosti jsou piimky se smérnici i\%.

Zbyva nalézt ta teseni, kterd prochazeji bodem [\/3, —1}. Tento pozadavek splhuji dveé
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piimky (pro kazdou moznost hodnoty smérnice jedna).

Pro smeérnici \/%; hleddme ¢; tak, aby bod [\/5, —1] lezel na primce y = \/Lgx + q1.

Dosazenim za x a y ziskdme ¢ = —2. Prvni pfimka ma tedy rovnici y = \%x — 2.
Pro smérnici —\/Lg hleddme ¢, tak, aby bod [\/3, —1] lezel na ptimce y = —\/Lgx + q2.
Dosazenim za x a y ziskdme ¢ = 1. Druh& hledané ptfimka ma rovnici y = —\%x +1. N

Priklad 6

Najdéte kiivky, pro které je vzdalenost priseciku libovolné jejich te¢ny s osou x od pocatku
soufadné soustavy rovna poloviné hodnoty z-ové soutradnice bodu, v némz je tecna
sestrojena.

Reseni. Situace popsana zadanim y
je znazornéna na obrazku 3.5.

Pozadavek zadani lze analyticky
vyjadrit jako z = %xo. Do tohoto
vyjadieni dosadime z ze vzorce
(1.4), ¢imz ziskdme rovnici

Yool

=

Yo
y' (7o)

1
= —x.
570

i ] Obréazek 3.5
Jelikoz mnozina bodu [z, yo| tvoii

kiivky s pozadovanou vlastnosti,
mizeme po tpravé znaceni Iict, Zze hledame fesSeni diferenciilni rovnice

Tuto rovnici dale upravujeme:
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Tato rovnice je ve tvaru 3’ = f(%), Ize ji tedy Tesit jako homogenni rovnici. Jde ale zaroven
o rovnici se separovanymi proménnymi a rovnéz tak jde o linedrni diferencidlni rovnici.
Reseni pomoci separace proménnych:

&

=2

SIS

Y

o

d d
/—y =2 [ & (3.3)
Yy xXr

In|y| =2In|z| + ¢, c € R,
In|y| =Inz? +1Ine‘, c € R,
Injyl=mz*+InK, K € (0, 0o),
In|y| = In(K2?), K € (0, o),
lyl = Ka?, K € (0, o),

y=Kz?, K € R\ {0}

Pro volbu K = 0 ziskdme funkci y = 0, u které dosazenim do zadani rovnice snadno
zjistime, Ze je také feSenim rovnice (ovéfeni je nutno provést zvlast, protoze funkce y = 0
odporuje podminkam, tudiz od (3.3) jsme v ramci feseni byli nuceni predpokladat y # 0).
Obecné feseni této diferencidlni rovnice je tedy soustava parabol y = K2%, K € R, coz
jsou zaroven nami hledané kiivky.

Pozadavku zadani prikladu jsme sice v tomto okamziku splnili, nicméné je dobré si uve-
domit, ze soustava parabol, kterou jsme nalezli, neobsahuje vSechny kfivky s vlastnosti
pozadovanou zadanim. Pokud bychom obrazek 3.5 piekreslili tak, ze ¥ = 0 a vychazeli
bychom z takového obrazku pii hledani diferencialni rovnice, dosadili bychom za vzdalenost
priseciku teény s osou x od pocatku [0, 0] vyraz —Z (protoze vzdalenost musi byt vzdy
kladna) a pii néaslednych apravach bychom dospéli k rovnici y = %my’ . Tuto rovnici lze
také Tesit metodou separace proménnych a feSenim je soustava kiivek y = K xg, K € R.
Ovérit tuto skutecnost lze stejnym postupem, jakym jsme nalezli soustavu parabol,
podrobné ovefeni prenechavam ¢tenari jako cviceni. |
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Priklad 7

Najdéte kiivky v roviné, které maji nasledujici vlastnost:
Pro libovolnou normalu plati, Ze bod kfivky, kterym je norméla vedena, je od priseciku
normaly s osou x stejné vzdalen jako od pocatku soustavy souradnic.

Resent. Nejdiive vyuzijeme obrazek

3.6.  pro formulovani vlastnosti y
zadani analyticky. Vyjadiime-li
s vyuzitim Pythagorovy véty
vzdalenosti ze zadani piikladu po- Yo >
moci g, Yo a polozime je rovny, -
ziskdme / x

_ X X
\/1’3+y82\/(wo—m)2+y3- g °

Do této rovnice dosadime z dle
vzorce (1.6) a dale upravujeme:

Obrazek 3.6
z§ 4+ yg = (xo — o — Yo - y’(%)f +u3,

I(Q) = (—vo - ?/'(960))27

Jelikoz kiivky které hledame jsou tvoreny body [xo, yo|, lze Fict, Ze hledané kiivky jsou
feSenimi diferencialni rovnice (v’ )2 = g—z, kterou lze po drobné upravé fesit jako diferen-
cialni rovnici se separovanymi proménnymi nebo jako homogenni rovnici. Jelikoz metoda
separace proménnych je v tomto piipadé jednodussi, vyuzijeme ji k feSeni a tipravam:

Iz
y_j:§7
dy _ |z
dm_:i:y’

[ydy == [xda,
%Jrc: %,CGR,

v +22=C,C eR.
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Nami hledané kiivky jsou tedy hyperboly y?> — 2?2 = C,C € R a také kruznice se
stitedem [0, 0]: 22+ y? = K, K > 0 (pro zapornd K neni vysledek rovnici zadné kiivky
a pro K = 0 je vysledkem samotny bod [0, 0], ktery nemé smysl v ramci zadani uvazovat).

|

Priklad 8

Urcete rovnice kiivek, jejichz kazda norméla protinajici osu x v jeji kladné ¢asti (z > 0)
ji protind v bodé, jehoz x-ova soutadnice je o 1 vétsi, nez x-ova soufadnice bodu krivky,
kterym je normala vedena.

Regeni. Situaci v zadani znazor-
nuje obrazek 3.7. Pozadavek za- y
dani Ize analyticky vyjadrit tak, ze
hledame kiivky splhujici

j]:ZL’()‘l‘l.

Yo
Do tohoto vyjadieni dosadime Z
dle vzorce (1.6) a dale upravujeme:

=

Yo - Y'(zo) + 20 = 20 + 1, X

Yo - Y (zo) = 1. Obrazek 3.7

Jelikoz body [z, yo| tvoii hledané
kiivky, lze hledani kiivky formulovat jako tlohu hledani reSeni rovnice yy' = 1, kterou
reSime metodou separace proménnych:

[ydy = [1dz,
%ZLE—{—C,CGR,

y? =22+ C, C R,

coZ jsou rovnice nami hledanych kiivek (z geometrického hlediska jde o soustavu parabol).
|
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Priklad 9

Najdéte kiivky v roviné, pro které je obsah trojuhelnika urc¢eného libovolnou te¢nou ke

kiivce, osou x a kolmici k ose  vedenou bodem dotyku te¢ny a kiivky konstantni a roven a?.

Resent. Situace popsana zadanim
je znézornéna na obrazku 3.8. y
Je vidét, ze jelikoz je troju-
helnik pravothly, bude nejjedno-
dussi vyjadrit jeho obsah jako ¥,
S = %(f — o) Yo a tedy pozada-

vek zadani lze piepsat ve formé
rovnice (T — o) yo = 2a°.

X
Nyni vyuzijeme vzorec (1.4), ze
kterého vyjadiime z a dosadime
do fox’/mce vyjadiujici pozadavek Obrazek 3.8
zadani: Y
0 2
— “ Yo = 2a”. 3.4
y'(zo) 84

Pokud chceme nalézt vsechny kiivky, které maji pozadovanou vlastnost, je potieba jesté
drobnd uprava. Tecna kiivky totiz miize protnout osu x i v bodé se zadpornou z-ovou sou-
fadnici, v disledku ¢ehoz miize nastat i situace, kdy délka odvésny lezici na ose x bude
xo — Z. Tuto moznost zohlednime tak, ze do vyjadieni (3.4) piidame 4. Jelikoz nami
hledané kiivky jsou tvofeny body [xg, yo|, 1ze hledané kiivky ziskat FeSenim diferenci-
alni rovnice, kterd vznikne z upravy vyjadieni (3.4) vynechanim nulovych indexii. Kiivky
s pozadovanou vlastnosti jsou tedy feSenimi rovnice :I:%y = 2a?, kterou pomoci separace
proménnych fesSime takto:

/4y
y_i2a27
dy _ 4 ¢°
m_j:2a2’
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Nami hledané kiivky jsou tedy hyperboly y = %, c € R. 7Z nacrtku takovych hyperbol
je vidét, ze vlastnost pozadovana zadanim plati pro vSechny body na hyperbolach. Jedna
cela vétev hyperboly vzdy protina osu x v souladu se situaci, ze které jsme vychazeli pii
tvorbé rovnice (3.6) a diky tomu, Ze tyto hyperboly jsou stiedové soumérné podle bodu
na jejich asymptoté bez smérnice, bude soumérné i druhéa vétev. Jelikoz tyto hyperboly
nemaji zadny vlastni bod, ve kterém by byla jejich te¢na rovnobézna s osou z (nemaji
zadny bod ve kterém by byla jejich derivace nulova), plati vlastnost pozadovana zadanim
pro libovolny bod na hyperbolach. ]

Priklad 10

Urcete rovnice k¥ivek (v roving), jejichz libovolnd te¢na protinajici parabolu y = z?

Jji protind v bodé, jehoz z-ova soutfadnice je o 1 vétsi nez x-ova soutadnice bodu dotyku
tecny.

Reseni. Teéna obecné kiivky y = f(z) v jejim bod& [xo, yo] mé analytickou rovnici
Yy — vy = ¥ (w0)(x — xp). Prisecik te¢ny s parabolou y = x? spliiuje tuto rovnici take,
pricemz dosazenim priseciku do rovnice tecny ziskdme vztah

2% —yo = 3 (w0) (2 — x0), (3.5)

ktery je urcujici pro prisecik [z, y] te¢ny a paraboly y = 2.

Zadani urcuje vztah mezi bodem dotyku tecny a prisecikem teény a paraboly
vztahem = = xy + 1, ktery dosadime do vztahu (3.5). Timto dosazenim ziskime rovnici
(ro +1)% —yo = 9/ (w0) (o + 1 — 1), kterou upravime jako (xo + 1)* — yo = 3/ (). K¥ivky
které hledame jsou tvofeny body [z¢, yo] a tudiz s vyuzitim pFedchozi rovnice muzeme
fict, ze hledané kiivky jsou fesenim rovnice (z + 1)> —y = 3. Tato rovnice je linearni
diferencialni rovnice a lze ji fesit metodou integra¢niho faktoru.

Po tpravé rovnice na obvykly tvar v/ +y = (x + 1) je vidét, Ze integracni faktor je
roven e/ 197 = % Po vynasobeni obou stran diferencialni rovnice integra¢nim faktorem
upravujeme rovnici takto:

y/ex + yem — (Zlf + 1)2617

(ye®) = (z + 1)%e".

V této fazi zintegrujeme obé strany rovnice. Leva strana se zméni pouze odstranénim
znaménka derivace, pravou stranu zintegrujeme dvojim pouzitim metody per partes:
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[z+1)%e"dz = (z+1)%" =2 [(z+1)e"dz = (z + 1)%" =2 [(z + 1)e* — [1-e"dz] =
= (z+1)%" —2(z + 1)e® + 26" + ¢, c € R.
Rovnici po zintegrovani obou stran dale upravujeme:
ye® = (v +1)%® — 2(z + 1)e® + 2e” + ¢, c € R,
y=(x+1°-2@x+1)+2+ 5, ceR,
y=a"+2r+1-2x—-24+2+ 5, ceR,

y=a*+1+%5, ceR,

coZ jsou rovnice nami hledanych kfivek. |

Priklad 11

Urcete rovnice kiivek, jejichZ libovolnd normala protinajici parabolu y?> = —x ji protina
v bodé, jehoz y-ova soufadnice je rovna poloviné podilu y-ové a x-ové soutadnice bodu,
kterym je normaéla vedena.

Reseni. Normala obecné kiivky y = f (x) v jejim bodé [xg, yo] ma analytickou rovnici
Y—1yo = —m(x—xo). Prisedik te¢ny s parabolou y? = —x splituje rovnici také, dosazenim
do rovnice normaly za x ziskdme vztah

1 2
Y—1Yo=— —y~ — o), 3.6
0 y,<$0) ( 0) ( )
ktery je urcujici pro prisecik [z, y] normaly a paraboly y* = —z.

Ze zadani plyne analyticky vztah mezi bodem dotyku normaly a paraboly a bodem, kterym

je normala vedena, y = 2 - g—g Dosazenim do vztahu (3.6) ziskdme rovnici, kterou déle

2
upravime:

2
1. % _ —__1 (1 % _
2z Y0 y'(x0) ( 4 x3 $0>,

Tow o1 (1.8
2 " xo Yo = v (z0) (4 22 + LUO).
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Jelikoz kiivky s vlastnosti pozadovanou zadanim jsou tvotfeny body [zg, ], nalezneme

. A v 2 M e 2 M 2 . .
pozadované k¥ivky feSenim diferencidlni rovnice % Ly = i <i -5+ 91:) Tuto rovnici

budeme po rozepsani iy’ = d 2 Fesit jako exaktni rovnici:

2
broy=g (3 re)
(1 %+e)dr— (-2 -y)dy=0

(L %+e)dr+(y—1-L)dy=o.

Nyni provedeme kontrolu exaktnosti. U rovnice tvaru Pdx + Qdy = 0 je podminka
exaktnosti %—1; = %. V nagem piipadé je % 2440=1-4, 88? =0—3y-(—1)=% = 3%,

tedy podminka exaktnosti je skutecné splnena
Nyni budeme hledat kmenovou funkci F'(x, y). Integrovanim hledame tvar kmenové funkce:

F(z, y):/(—-z—z—i—x)dx—i y2«(—1)-1+x—2+0(y):—i %Z—Fx;—l—C( ). (3.7)

Jelikoz , konstanta“ C' je zavisla na proménné y, kmenovou funkci j Je potieba jesté ,upresnit®.
Zakladni vlastnosti kmenové funkce jsou nasledujici: P = 8F(m voQ = aFéZ Y Vyuzijeme
druhé jmenované vlastnosti dosazenim vztahu (3.7):

Z posledni rovnosti je vidét, ze C'(y) =y, tedy C(y) = [ydy = v % +c, c € R. Dosazenim
do rovnice (3.7) ziskame analytické vyjadieni kmenove funkce:

Fla,y)=-1- 24242 ¢ ceR

Odtud u7 je vidét, 7 hledané kiivky majf rovnice 1 - £ — 2 _ 2 — ¢ ¢ e R. |
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Priklad 12

Najdéte kiivky v roviné, pro néz plocha lichobéznika, tvofeného te¢nou v libovolném

bodé |z této kfivky, osou x, osou y a pfimkou & = xg. je rovna jedné poloviné kvadritu
0y, Y0 3 3 05

r-ové soutradnice bodu, v némz byla tecna sestrojena.

Regeni. Situace popisovand zada- y
nim je znadzornéna na obrazku 3.9.
Obsah lichobéznika obecné poci-
tame jako S = %, kde z1, 2o
jsou zakladny lichobéznika a v je
jeho vyska. Z obrazku je patrné,
ze obsah lichobéznika lze vypoci-
tat jako

S = (?/0 + g)xo

2
Obrazek 3.9

Do tohoto vyjadieni dosadime g ze vzorce (1.5) a zkombinujeme s poZadavkem zadani
S = %x%:
% Yo + Yo — w0 - Y (w0)] - o = %x%,

2yo — xg ?/(xo) = Zo-

Jelikoz nami hledané kiivky jsou tvoreny body [z, 30|, nalezneme jejich rovnice feSenim
diferencialni rovnice 2y —xy’ = x, coz je linearni diferenciélni rovnice. Tuto rovnici vyfesime
metodou integracniho faktoru. Po tipravé rovnice na obvykly tvar y' — 2% = —1 je vidét,
ze integra¢ni faktor nalezneme nasledujicim zptsobem:

1 -2
e—2f5dx — o2z _ (elnm) — 2 = LQ
x
Obé strany rovnice vynasobime integrac¢nim faktorem I% a rovnici dale upravujeme:

1 R
Yo =23 = o
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U nami nalezeného TteSeni je
jiz pouze jeden drobny problém,
ktery je dobfe patrny, pokud si
nacrtneme priklad nékterého para-
bolou tvoteného feseni. Ne kazda X% Yi]
tec¢na takové paraboly opravdu vy- X
tvari lichobéznik popsany v za-
déani. V piipadé parabol (¢ # 0)
tento lichobéZznik vznikne pouze
pokud hodnota xy je mezi feSe-
ni}mi rov\inice y=0.U feéer'li tvof"?— Obrézek 3.10

ného piimkou y = x zase lichobéz-

nik (pfesnéji trojuhelnik, protoze

horni zakladna lichobé&znika ma nulovou délku) nevznikne, pokud je te¢na vedena bodem
[0, 0]. Zadani ale pozaduje, aby byla vlastnost splnéna v libovolném bodé kiivky, a proto
je nutné nékteré ¢asti z feSeni rovnice odstranit. Budeme se na tyto kiivky divat jako na
funkci proménné x, omezime jejich defini¢ni obor a jednotlivé piipady vhodné rozdélime
(podle hodnot konstanty c).

Krivky s vlastnosti pozadovanou zadanim jsou potom nésledujici:
1. poloptimka y = x, x < 0,
2. poloptimka y =z, © > 0,
3. grafy funkci y = 22 + cx, ¢ > 0, —c < 2 < 0,
4. grafy funkci y = 22 + ¢z, ¢ < 0,0 < z < —c. |

Priklad 13

Najdéte kiivky v roviné, pro které je obsah trojihelnika urceného osou z, tecnou ke
kiivce vedenou libovolnym jejim bodem [zg, yo] (bod dotyku) a piimkou spojujici poc¢atek
soutadné soustavy s bodem [zg, yo] roven obsahu obdélnika, jehoz dvé strany lezi na
osach soufadnic a bod [xg, yo] je jeho vrcholem. (Pro jednoduchost uvazujte pouze teény
protinajici osy soufadnic v jejich kladnych ¢astech.)

Resent. Situace popsana zadanim je znézornéna na obrazku 3.11 na nésledujici strané.
Nejdiive analyticky vyjadiime pozadavek zadani. Z obrazku je snadno vidét, ze obsah
trojihelnika spocitame jako S = %Tyo a obsah obdélnika spocitdme jako S = z¢ - vp.
Polozime-li oba vyrazy rovny, ziskdme vztah

l_
—T = xg.
5 0



Do tohoto vztahu dosadime =
ze vzorce (1.4). Jelikoz uvazu-
jeme pouze kiivky v prvnim kvad-
rantu, neni potieba pridavat ab-
solutni hodnotu. Vzniklou rovnici
dale upravujeme:

Obrazek 3.11

Yo _
Zo ¥ (z0) 2-7707
__% —
' (w0) Zo,
/ _ Yo
Y (o) = -2

Néami hledané kiivky jsou tvofeny body [zg, yo] diky ¢emuz lze Fict, Ze tyto kiivky jsou
feSenim diferencidlni rovnice y’ = —£. Tuto rovnici vyfesime jako rovnici se separovanymi
proménnymi. Dostavame:

dy:_g

dz x?
—[ide=[Ldy (y#0),
—In|z| =In|y|+c=Iny| +Ine’, c € R,
—In |z| = In(K |y|), K € (0, 00),

m =Ky, K € (0, ),

l=[

y="15, KeR\ {0}

Volba konstanty K = 0 odpovidé funkci y = 0, kterd odporovala podminkdm, nicméné ani
po dosazeni této funkce do zadéani diferencialni rovnice nejde o jeji feSeni (problém s nulou
ve jmenovateli nezmizi a ani z geometrického hlediska nem4 kiivka y = 0 vlastnost po-
zadovanou zadanim). Nami nalezené kiivky s pozadovanou vlastnosti jsou tedy hyperboly
s rovnicemi y = £, K € R\ {0}. |
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Priklad 14

Najdéte kiivky v roviné, pro které ma kazdy trojihelnik utvoreny normalou ke kiivce a sou-
rfadnymi osami stejny obsah, jako trojihelnik vytvoreny osou x, te¢nou a stejnou normalou.
(Pro zjednoduseni uvazujte pouze norméaly vedené body kiivek v prvnim kvadrantu.)

ReSeni. Situace popisovand zada-

nim je graficky znazornéna na y
obrazku 3.12. Nejdiive vyjad-
fime analyticky pozadavek zadani.
Z obrazku je vidét, Ze obsah
trojihelnika tvoreného normaélou
a soufadnymi osami spocitame
jako S = —% -7 - y. Podobné ob-
sah trojuhelnika tvoreného osou z,
tecnou a normalou spoc¢itame jako

S = 3 (T — T)yo. Polozime-li oba y
obsahy rovny, ziskdme rovnici Obrazek 3.12

—T-y=(T—2)" o

Vyuzijeme vzorce (1.4), (1.6) a (1.7). Dosazenim za Z, T a y do posledni rovnice dostaneme:
— [0 + o - y'(20)] - [yo + —y/ﬁo)} = [l’o — Jley — %o~ Yo~ y’(xg)} " Yo-

Jelikoz nami hledané kiivky jsou tvoreny body [xq, yo|, 1ze z posledni rovnice odstranit
,prebytecné” indexy a hledané kiivky nalézt jako feSeni diferencidlni rovnice:

—(z+yy)- (y+§) = (x—ﬁ—w—yy’)y-
Rovnici dale upravujeme:

(@ +yy) - (y+ f) = (f +yy’) v,

VY 2y + 5 = G2y,

»

2:cy—|—£:

y/

< |@

2ryy’ = y® — 2?,
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Z tohoto tvaru je jiz vidét, ze jde o homogenni rovnici, protoze 3’ je mozné vyjadiit jako
funkci proménné 2. Pouzijeme substituci z = £, ze které vyjadiime y = zz a 3 = 'z + 2.
Po dosazeni do rovnice ziskdme novou rovnici, kterou budeme dal$imi Gpravami prevadét
na rovnici se separovanymi proménnymi:

22(2'x +2) =22 -1,

2exy = —22 -1,

ZZZES—; =221,
de _ 2z

[ o= o dz.

U integralu na pravé strané rovnice vyuzijeme toho, ze v ¢itateli zlomku je derivace jme-
novatele a pokrac¢ujeme v dalsich tpravach:

In|z|=—-In|z2+1| —c=—In|2?2 + 1| —Ine, c € R,
22
lnje| = ~lZH k5o,

|| K_ K >0,

BREER
==, KeR\{0}.

Po dosazeni zpétném dosazen{ substituce z = £ déle upravujeme:

_ K
o= KR\ o}

T = i, K € R\ {0},

22

24— KK e R\ {0},

T

coZ jsou rovnice nami hledanych kiivek. Ze tvaru 22 +y? = Kz, K € R\ {0} je vidét,
ze jde o mnozinu vSech kruznic (s nenulovym polomérem), které prochazeji bodem [0, 0]
a jejichz stiedy lezi na ose x. |
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Priklad 15

Najdéte krivky v roviné, pro které je prisecik libovolné tec¢ny s osou x stejné vzdélen od
bodu dotyku i od poc¢atku souradné soustavy.

Regent. Situace ze zadani je zachy-
cena na obrazku 3.13. Oznac¢me y
vzdalenost bodu dotyku tecny
od jejiho prusec¢iku s osou
x jako a. Z obrazku je vidét, ze

a’? = (T — x)? + y2. Dale vzdale- Yy 2

nost pruseciku te¢ny od pocatku el

soufadné soustavy je rovna Z. Po- e X
zadavek rovnosti téchto vzdale- X, X

nosti lze formulovat jako |a| = |Z],
coz lze prepsat jako z pocet-
n;ho hle(ilszka pl:aktlcteJSI rov?ost Obrazek 3.13
a* = (Z)°, coz po dosazeni za

a vede k rovnici

(T — [Eo)z + yg = 7%

S vyuZitim vzorce (1.4) a dosazenim za T ziskdme rovnici:

2
(xO - y/:ggo) - xO)Z + yg = (xO - y/?(/;o)> .

Diky tomu, ze nami hledané kiivky jsou tvofeny body [z, yo], lze z posledni rovnice
odstranit ,pfebytec¢né” indexy a hledané kiivky nalézt jako teSeni diferencidlni rovnice,
ze které postupnymi tipravami dostavame:

2
(0= -ty = (a2,
2

_Y)2 2 _ 2 Y A
(&) +y =z me,+<y,>,
y? =% —2z¥,
295%:952—3/2,

2= (1-15)y.

Z tohoto vyjadFeni jiz je patrné, Ze jde o homogenni rovnici. PouZijeme substituci z = £,
ze které vyjadiime y = zx a v = 2’z 4+ z. Po dosazeni do rovnice ziskdime novou rovnici,
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kterou budeme dal$imi tipravami pfevadét na rovnici se separovanymi proménnymi:

22 = (1— %) (/x + 2),

2 = +y— 222 — 25,

dez __ 1—22
f x f 234z dz.
Integral na pravé strané upravime rozkladem na parcialni zlomky a pokracujeme v integraci
a upravach:

S =JC-F)de (2 £0),

Injz|=Inlz| —In|z2+ 1| —c=1In|z| —In[22 + 1] —Ine, c € R,

), K >0,

Infa] =In(% | 5

1 ‘L
K | 2241

|z| = , K >0,

Kz =, K eR\{0}.

22-‘1‘1 Y
Po zpétném dosazeni substituce z = £ pokracujeme v tpravach:

Yy

Ko=—— =%, KeR\{0}

%—‘rl x2+y2 9
z

y=K(2*+1y?), K eR\{0}.

Podminka z # 0 po zpétném dosazeni substituce piejde v podminku £ # 0, neboli y # 0.
Funkce y = 0 je ale také fesenim rovnice (rovnéz z geometrického hlediska kiivka y = 0
spliuje pozadovanou vlastnost - skutecnost, 7ze v takovém piipadé méa tec¢na nekonecné
mnoho prisecikii s osou x, neni piekazkou). Funkce y = 0 odpovida volbé& konstanty K = 0.
Nami hledané kiivky tedy maji rovnice y = K(2? + y?), K € R. Z geometrického hlediska
se pro volbu K # 0 jednd o mnozinu vSech kruznic (s nenulovym polomérem), které
prochézeji bodem [0, 0] a jejichz stied zaroven lezi na ose y. Pro volbu K = 0 jde o pfimku
y=0. |
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Priklad 16

Najdéte vSechny kiivky v roviné, pro které je obsah kazdého trojihelnika uréeného osou z,

tec¢nou ke kiivce a pfimkou spojujici poc¢atek souradné soustavy s bodem dotyku konstantni
2

a roven a’.

Reseni. Situace popsana zadanim je znazornéna na obrazku 3.1. Obsah trojuhelnika lze
spoditat jako S = I |T - yo|. Absolutni hodnota je nutné kvili zohlednéni moznosti, Ze teéna
protina osu x v jeji zaporné ¢asti, piipadné yo < 0 (jinak bychom nenalezli v8echny kiivky
s pozadovanou vlastnosti).

Dosazenim Z podle vzorce (1.4) do vztahu pro vypocet obsahu zadaného trojihelnika
ziskdme rovnici, kterou dale upravime:

S:%|E-y0|:a2,

| (o0 = 7t5) | = o

(xo o y’z(lio)) Yo = +2a%,

zo 1 _ 422
vo ¥ (zo0) v
S vyuZitim faktu, Ze nami hledané kiivky jsou tvoreny body [xq, o], lze Fict, Ze tyto k¥ivky
nalezneme feSenim diferencialni rovnice:
z 1 422
y oy y? -
Pti teSeni této rovnice vyuzijeme moznost zadmény proménnych pomoci vztahu
y=q= == %, ¢imz ziskame linearni diferencialni rovnici s neznamou x:
Y

2
E_CI:/::':QLZJ
Y Y

—

A

y y

Tuto rovnici budeme Fesit metodou integrac¢niho faktoru. Z posledniho zapisu rovnice je
vidét, Ze integracni faktor nalezneme jako e /v — ooy — (elhv)~1 = i Jelikoz jsme
zaménili proménné, je nutné mit pii feSeni rovnice na paméti, ze neznamou je v tomto
piipadé proménné x. Po vynasobeni obou stran rovnice integra¢nim faktorem pokracujeme
v upravach:

@ |8
|

_ 2a>
- j:y_37
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/
x _ 2a?
(3) =%
=t [Zdy=4% +c cER,

2y = cy? £ a?, c € R,

coZ jsou rovnice nami hledanych kiivek. Pro ptipad a*> = 8 a volbu ¢ = 0 dostaneme
hyperboly y = j:%, coz odpovidéa kfivce yo = % uvazované v prikladu 2, v ramci kterého
jsme ovérovali, zda konkrétni kiivky splhuji geometrickou vlastnost, kterou jsme uvazovali
i nyni. |

Priklad 17

Urcete rovnice kiivek v roviné, jejichz norméla v libovolném bodé kiivky mé néasledujici
vlastnost: Délka tsecky na ose x mezi pocatkem a prisecikem normaly s osou x je rovna
kvadréitu y-ové soufadnice bodu, v némz byla normala sestrojena. (Pro jednoduchost po-
zadujte tuto vlastnost pouze po te¢nach protinajicich osu x v kladné ¢ésti.)

Regeni. Situace popsand zadanim y
je znazornéna na obrazku 3.14,

ze kterého je vidét, Ze poza-

davek obsazeny v zadani lze BA
jednoduse vyjadrit jako rovnici T

z = y2. Do této rovnice dosadime X
podle vzorce (1.6) za Z, ¢imZ zis-
kdme rovnici

=
=

Yo - Y (w0) + 20 = Yp-

Na zakladé toho, ze ndmi hledané Obrazek 3.14
kiivky jsou tvofeny body [z¢, o),

muzeme tict, Zze hledané kiivky na-

lezneme feSenim diferencidlni rovnice:

vy o=y~

Tato rovnice je Bernoulliho rovnice. PouZijeme substituci z = y?, ze které vyjadiime

2= 2yy, odkud ¢y = 2 - i Po dosazeni substituce do rovnice ziskdme novou rovnici,
ktera je linearni:

1.7 o
532 +x =2z,
2 — 22 = —2x.
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Tuto rovnici budeme Fesit metodou integrac¢niho faktoru. Z posledniho zapisu rovnice je
vidét, ze integracni faktor ziskdme jako e~/ 297 = ¢72*_ Po yynasobeni obou stran rovnice
integra¢nim faktorem rovnici dile upravujeme:

Z'e2 — Qze 2 = _2ge~ ",

T

—20) = _9ge~2®,

(ze

ze T = =2 [xe * du.
Integral na pravé strané rovnice vyfeSime metodou per partes:
_ —2x _ _o(_1_.. .2z 1 —2z _ —2z 1 -2z
2 [xe?de = =2(—5we ™ 4§ [e ¥ dz) =ze ™ + 53¢ 4 ¢, c€R.
Po dosazeni hodnoty integralu na pravou stranu rovnice pokrac¢ujeme v ipravich a zpétnym
dosazenim odstranime substituci z = y? a upravime:

e~ — pe2u + %8721 +e¢ ce R,
y?e ™ = pe~ 2 4 %e*Q“ +c ceR,

Y =x+15+ce® ceR,

coz jsou rovnice nami hledanych kiivek. ]

Priklad 18

Najdéte kiivky v roviné, které maji nasledujici vlastnost:

Libovolna te¢na kiivky vytvaii na osach souradnic useky, jejichz soucet délek je 2a.
(Pro jednoduchost pozadujte vlastnost v zadani pouze po te¢nach protinajicich osy sou-
fadnic v jejich kladnych ¢astech.)

Reseni. Ozna¢ime-li z, y délku tseki vytatych tec¢nou na osach soutadnic, pak pozadavek
zadani 1ze jednoduse formulovat jako Z 4+ y = 2a. Po dosazeni za T a y podle vzorci (1.4)
a (1.5) do tohoto pozadavku ziskdme rovnici

To = iteey T Yo — To - Y (x0) = 2a.

Diky tomu, Ze nami hledané kiivky jsou tvofeny body [xg, yo|, miZeme Fict, ze hledané
kiivky jsou feSenim diferencialni rovnice:

v — 5 +y—zy =2a
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Tuto rovnici dale upravujeme:

vy —y+yy —ay)? = 2ay,

vy’ (1—vy) —y(l =) = 2ay,

vy —y =%
o 2
y=ay — 7

Z tohoto vyjadieni je vidét, Ze se jedné o Clairautovu rovnici. Pouzijeme substituci p = ¢/
a obé strany rovnice zderivujeme podle = (pii derivovani k p pfistupujeme jako k funkci
proménné x). Postupné dostavame:

2 d
w2 (3.8)

— I 9,0 (1=p)—pp'(=1)
p=ptap — 20—,

/

2ap
(1-p)?’

0=uap —

— 2 _
0=p [x — (1_p)2}

Tato rovnice ma dvé moznd FeSeni. Prvni moznost je p’ = 0, odkud plyne p = ¢, coZ po
dosazeni do rovnice (3.8) déavé feseni rovnice y = zc— 22¢, ¢ € R\ {1} (podminka ¢ # 1 je
nutna kvili nemoznosti délit nulou).

Druhé feseni ziskdme z moznosti x — (13—‘;)2 = 0. Odtud lze vyjadiit z = (13—‘;)2, coz dosadime
do rovnice (3.8):
_ _2ap  2ap __ 2ap?
V=02 1 T 0
Ze vztahu x = (13—%)2 Ize vyjadiit (1 —p)® = 236—“ ap=1=% ,/236—“ (+ se ve vyjadieni

objevilo kvili tomu, Ze p¥i odmocnéni jsou dvé moznosti). Vyuzijeme vyjadieni, dosadime
a upravime:

2a(142-4 /224 22
y:—( P o) — 249 2;“—1—2(1,

x

y—x—?a:j:Qx,/i—“,
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(y —x — 2a)* = 8ax.

Nami hledané kiivky tedy maji rovnice (y — z — 2a)? = 8az, y = xc — 22, c e R\ {1}. W

Poznamejme jesté, ze samotna podminka zadani naznacuje, Ze tloha povede na FeSeni
Clairautovy rovnice. Podmince trividlné vyhovuje jista soustava pfimek a tyto piimky
zaroven maji byt tecnami kiivek, které maji spliiovat vlastnost pozadovanou zadanim.
Tato vlastnost je typickd pravé pro feSeni Clairautovy rovnice, u které je kazda primka
obecného Feseni te¢nou ke kiivce singularniho feSeni.

Priklad 19

Najdéte k¥ivky v roviné protinajici kfivky y = In az pod tthlem % pro libovolnou nenulovou
hodnotu konstanty a (V misté pruseciku kfivek sviraji jejich tecny thel § bez ohledu na
hodnotu konstanty a). Uhel odetitejte v zaporném smyslu.

Pozn.: Zadani je ekvivalentni tloze nalézt izogonalni trajektorie systému kiivek y = Inax
protinajici tento systém pod thlem % (odecitanym v zaporném smyslu).

Reseni. Nejprve ur¢ime derivaci k¥ivky y = Inaz: ¢y = % Pomoci tohoto vztahu muzeme
vypocitat smérnici te¢ny kiivky y = Inaz v libovolném jejim bodé. Zaroven lze fict, zZe

diferencidlni rovnice y' = < urcuje systém kiivek y = Inaz (tyto kiivky jsou jejim fesenim).

. . ’ . . 7 /— z 7 v 7 v z
V rovnici §' = < nahradime derivaci ' vyrazem IZ— fﬁ; - ziskanym ze vzorce (2.4), ¢imz zis-

kédme diferencialni rovnici, jejimz feSenim jsou nami hledané k¥ivky. Postupnymi tipravami
dostavame:

y-v3 _ 1

1+v/3-y/ x?

vy —V3-x=1+V3-y,
y(r—V3)=V3-z+1,

/o \/g-x+1
V="0vs

Jelikoz tato rovnice je typu y' = f(z), vyfesime ji jednoduchym integrovanim:

y_ffzﬂdx_\/—f +fdx_\/—fz ”f“ der —

=3 [(1 dx—\/§~x+(1+\/§)~1n]x—1|+c,cER.
Nami hledané kiivky jsou tedy y = v3 -2+ (1 ++3) -Injz — 1| + ¢, c € R.
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Grafické znazornéni celé situace je
na obrazku 3.15. Krivky puvod-
niho systému kiivek (y = Inax)
jsou zobrazeny plnou ¢arou, jejich
izogonalni trajektorie jsou zobra-
zeny teckované. Z obrazku je pa-
trné, ze kiivky se protinaji pod
konstantnim thlem ve vSech pru-
seCicich.

Obrazek 3.15

Priklad 20

Najdéte krivky v roviné protinajici systém piimek y = ax pod tdhlem 7 pro libovolnou
nenulovou hodnotu konstanty a.

Pozn.: Zadani je ekvivalentni tloze nalézt ortogonalni trajektorie systému kiivek y = ax.

Reseni. Vyjdeme ze vzorce (2.6). Z rovnice piimek vyjadiime a = £, piicemz podle znaceni

pouzitého u vzorce (2.6) méme G(z, y) = ¥. Parcidlni derivace G(z,y) jsou ¢ = —%
a %% =1 coz dosadime do vzorce (2.6):
y T
1
-+ %y' =0.
r
Jednoduchou tpravou dale dostavame:
1+ gy/ =0,
T
S
Y

Resenim této diferencialni rovnice jsou nami hledané kiivky. Pouzitim metody separace
proménnych a naslednymi tpravami dostavame:

dy _ _z
dz —  y?
— [xdx = [ydy,
—%x2:%y2+5,6€R,

2+ =c, ceR,
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coz jsou rovnice nami hledanych O NNV

kiivek. JelikoZ ale pro ¢ = 0 je NG NN

fegenim pouze samotny bod [0, 0], iy

jehoz kolmost k pifmce nemd - +

smysl uvazovat a pro ¢ < 0 je fege- = T —>=ONWS L —
nim prazdna mnozina, nami nale- * * “ k * 1 ‘ ‘ ’
zené kiivky s pozadovanou vlast- - ———"" 7 /NN T~
nosti budou 2 +4*> = ¢,c > 0.

Z rovnic nalezenych kiivek a pfi- LA

mek v zadani je patrnd velmi S

nazorna geometricka interpretace,
kterd je znazornéna na obrazku
3.16. Soustava piimek ze zadani
(plnou ¢arou) urcuje v8echny piimky prochazejici poc¢atkem a kiivky které jsou k nim
ke vSem kolmé jsou kruznice se stfedem v poc¢atku (teckované). |

Obrazek 3.16

Priklad 21

Najdéte kiivky v roviné protinajici soustavu hyperbol y = 2 pod thlem 7 pro libovolnou

) 4
hodnotu konstanty a. Uhel odecitejte v zaporném smyslu.
Pozn.: Zadani je ekvivalentni tloze nalézt izogondlni trajektorie systému kfivek y = 2
protinajici tento systém pod thlem 7 (odeditanym v zaporném smyslu).

1
Reseni. Vyjdeme ze vztahu (2.5). Z rovnic hyperbol vyjadiime a = =zy. Oznaéme
G(z,y) = xy. Parcidlni derivace jsou g—g =y a %—2 = x, coZ po dosazeni do vztahu

(2.5) vede k rovnici:
(@ +y)y =z—y.

Resenim této diferencialni rovnice jsou nami hledané kiivky. Upravou ziskame:

Po rozsiteni pravé strany rovnice vyrazem % je vidét, ze tato diferencialni rovnice je homo-
genni:

—

_l’_

8 ke

/

y:

—_
] |<]

Pouzijeme substituci z = £, ze které vyjadiime y = zz a y' = 2’v + 2. Po dosazeni do

diferencialni rovnice ziskAme novou rovnici, kterou budeme dalsimi tpravami pievadét na
rovnici se separovanymi promeénnymi:

40



Jr+ 2= 172,
dz 1—z _ —2%2-2241
&l = 1+2 <= 1+z
1+z _ 1
f —22-22+1 dz = f T dz.
. 4 ) « s : 1+z _ —2—-2z N
Pokud integral na levé strané upravime jako f——z2—2z+1 = —3 f —=5.7d% v in

tegrandu bude citatel roven derivaci jmenovatele, ¢ehoz vyuzijeme pro dalsi integraci
a upravy:

—iln|—2? =2z + 1| =In|z| + c = In|z| + Ine®, c € R,

Nt = In(K [2]), K >0, 2> =22+ 1 #0,
T = Ko, K e R\ {0},
K=a*-22-2z+1), K >0.
Dosazenim moznosti z = —1 + /2 (FeSenf rovnice 29,11 =0 dané podminkou) do

zadani rovnice je mozné zjistit, Ze jde také o jeji feSeni, tedy konstanta K mize nabyvat
i hodnoty 0. Po zpétném dosazeni substituce z = £ ziskime TeSeni rovnice:
2
K=ua*(-%—-2Y41), K >0.
Po drobné upravé ziskame
2> —2xy—y* =K, K >0,

coz jsou rovnice nami hledanych kiivek. ]

Priklad 22

Najdéte kiivky v roving protinajici soustavu kruZnic x? + y* = 2ay pod thlem 1 pro

libovolnou nenulovou hodnotu konstanty a. Uhel pficitejte v kladném smyslu.

Pozn Zadéni je ekvivalentni tloze nalézt izogonélni trajektorie systému kiivek
2% + y? = 2ay protinajici tento systém pod tithlem © T (pfic¢itanym v kladném smyslu).

Regent. Vyjdeme z rovnice (2.5). Z rovnice systému kiivek vyjadiime a = = +y . Podle

dG’ oG

2
24v°  Parcialni derivace j jsou 5= = y, 5 = T

znaceni v rovnici (2.5) pak mame G(z, y) = “

Dosadime-li je do rovnice (2.5), ziskame:
y—a* z\ ,  y- =
2 y)' T T Ty

41




Obé strany rovnice vynasobime vyrazem —2y~ a dale upravime

(= + 2+ 2zy) y = v — 2° + 2ay,

;_ 2xy—a’4y?
y - 2:cy+$2—y2'
Po rozsiteni pravé strany rovnice vyrazem

o homogenni diferencialni rovnici

— ziskame tvar, ze kter¢ho je vidét, ze jde

2

y, _ 2%—1+Z—2
2¥+1-1;

Pouzijeme substituci z = £

, ze které vyjadiime y = zx a v = 2’z + 2. Po dosazeni do
rovnice ziskdme novou rovnici, kterou budeme dal$imi tpravami pfevadét na rovnici se
separovanymi promeénnymi:

_ 2
Z’.I’—FZI 2z—1+42

2z+1—227
%ZE 2z—1+42%2 y = 22—14+2%2-222—242
dz” — 2z4+1—22 - 2z+1—22 )
%!L’ 322451 22(z—1)+2-1
dz” = 2z+1-22 T 2z+41-22

(z=1)(2*+1)
dmx -

2z4+1—22
2z+1 22 _ 1
f( (2241) Z_fxda:
Integral na levé strané rovnice ZJednodusnne pomoci rozkladu na parcialni zlomky. Noveé
vzniklé integraly na levé strané maji v ¢itateli zlomku derivace jmenovateli, ¢ehoz vyuzi-
jeme pro integraci a nasledné upravy

f(zil B

ZQH dZ*f dz,

Injz—1]—Inlz*+ 1| =Inz|+c=In|z|+1ne’, ceR
ln|

22+1‘ = In(K [z[), K >0,

&l = Klal, K >0,

ZQH = Kz, K € R\ {0}.

Je-li K = 0 pak z = 1, coz je ale také TeSeni rovnice. Konstanta K tedy miize nabyvat
libovolné realné hodnoty. Po zpétném dosazeni substituce z =

e\@

= % dale ziskavame:
-1

= Kz, K € R,
I

HM‘@M

y"c

x2

4t =K, K €R,
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y—x=K(@*+y?), K eR,

coZ jsou rovnice nami hledanych kfivek.

Pro K = 0 jde o pfimku y = z.
Pokud K # 0, Ize rovnici upravit
na tvar 22 + y? — =(y — z) = 0,
ze kterého je vidét, ze jde o sou-
stavu kruznic. Spole¢nou vlast-
nosti téchto kruznic je, Ze maji
stfed na piimce y = z (jejich po-
lomér se méni v zéavislosti na po-
loze stiedu). Bliz8f znézornéni je
na obrazku 3.17 (soustava kruznic

ze zadani je plnou carou, izogo- AU‘Obraz-‘(‘ék 317
nalni trajektorie jsou teckované). '

Priklad 23

Najdéte kiivky v roviné protinajici soustavu parabol 2> — 2y = Cx pod thlem Z pro

2
libovolnou nenulovou hodnotu konstanty C.

Pozn.: Zadani je ekvivalentni tloze nalézt ortogondlni trajektorie systému kiivek
2
x®—2y = Cu.

Resent. Vyjdeme ze vztahu (2.6). Z rovnice parabol vyjadiime C = ”2;23/, z ¢ehoz mame
podle zna¢eni pouzitého ve vztahu (2.6) G(z,y) = @ Parcialni derivace jsou
& = %, % = —2. Dosazenim do vztahu (2.6) ziskime:

2 2?42, 0

x x2 e

Resenim této rovnice jsou ndmi hledané kiivky. Rovnici postupné upravujeme:

—2r — (x2 + 2y) y =0,
—2z = (2°+2y) v,

T
—2? = 1% + 2y,
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1 1 _ _y
2x+y,_ s

V této rovnici provedeme zaménu proménnych s vyuzitim vztahu y = g—g = L = ﬁ
ay

Yy
Vzhledem k tomu, Ze tlohu feSime z geometrického pohledu, neni podstatné, zda nezavisle
proménnd je x nebo y. ReSeni budeme hledat jako funkci x proménné y:
1 I _ Y
L+ T = —=.
Tato rovnice je Bernoulliho rovnice. PouZijeme substituci z = 22, ze které vyjadifme
x =+/z a2 =2z, &imz po dosazeni ziskame linearni diferencialni rovnici:

1 2
Veitsz =7

24 2= —2y.

Integraéni faktor (kterym vynasobime rovnici) je el 14 — ¥ ¢eho vyuzijeme pro dalsi
upravy:

Z'e¥ + ze¥ = —2yeY,
(ze¥) = —2yeY,

ze¥ = =2 [ye¥ dy.
Integral na pravé strané rovnice vyfesime pouzitim metody per partes:
ze¥ = =2 [ye¥ dy = —2(ye¥ — [e¥dy) = —2ye¥ 4+ 2¢¥ + ¢, c € R.
Po zpétném dosazeni substituce z = 2? ziskdme TFeSeni rovnice:

r%e¥ = —2ye¥ + 2¢¥ + ¢, ¢ € R,

22 = -2y+2+ce?, ceER,

coZ jsou rovnice nami hledanych kfivek. |

Priklad 24

Urcete tvar zrcadla, které odrazi rovnobézné svételné paprsky do jediného bodu (ohniska).

Reseni. Zvolme souradnou soustavu tak, ze ohnisko do kterého maji smérovat svételné
paprsky, bude mit soufadnice [0, 0]. Dale pfedpokladejme, Ze rovnobézné paprsky sméfujici
do zrcadla ptichazeji rovnhobézné s osou y a smétuji proti jeji orientaci. Tyto predpoklady
nemaji vliv na tvar zrcadla, protoze umisténi zrcadla ani smér piichozich paprskii nemaji
vliv na jeho optické vlastnosti. Tvar zrcadla budeme hledat jako funkci proménné z ve
tvaru y = f(z).
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Situace nastinéna zadanim je zné-
zornéna na obrazku 3.18. Nejprve
vyuzijeme toho, Ze thel dopadu
paprsku na zrcadlo se rovna thlu
odrazu. Uhel a (zndzornény na ob-
razku mezi normalou n a odra-

zenym paprskem ¢) tedy sviraji q@ a-

X
i piimky p (pfFichazejici paprsek) T :
a n (norméala zrcadla k), neboli \
N : n
a = Z(p, n). Jelikoz piimka r je
k primce p kolma, musi platit Obrézek 3.18
200 + Z(r, q) = 7, odkud dosta-
neme Z(r,q) = 5 — 2a. Jelikoz
t a n jsou kolmé a Z(p, n) = «, jednoduSe dovodime Z(p, t) = 5 — a. JelikoZ p a r
jsou také kolmé, ziskiviame dale 3 = 5 — Z(p, t) = § — (% — a) = a, tedy a = .
Jelikoz derivace ma vyznam smérnice tefny, lze psat y'(zg) = tgf = tga. Dale bu-

deme potiebovat nalézt souvislost mezi 3/(xy) a souradnicemi bodu [z, yo], do kterého
dopada paprsek. Jelikoz nami hledané kiivka je tvofena body [xg, yo], bude TeSenim rov-
nice dané touto souvislosti (po zobecnéni odstranénim indext u soufadnic) ndmi hledana
kiivka y = f(x). Pfi hledani této souvislosti vyuzijeme skutec¢nost, ze tthel mezi pfimkami
r a q lze vyjadfit pomoci soutadnic xgy, yo i pomoci thlu «. Jednak plati vztah

tg (L(r, q)) = ‘Z—g' = —2 ale také plati tg(£(r, ¢)) = tg (2 —2a). S vyuzitim vztahu
tg (5 — 2v) = cotg (2v) = % znamého z goniometrie miZzeme postupné oba vztahy
zkombinovat:

Yo _ 1 —tg?a _ 1= (i (20))”
2o 2-tg o 2-y'(xg)

Y 1 (y(x0))’
To 2-y/(z0)

Odstranénim ,prebyte¢nych* indexi ziskame diferencialni rovnici, jejimz feSenim je kiivka
y = f(x), ktera popisuje tvar zrcadla:

tg (£(r, q)) = —

y _1-@)
T 2y

Jelikoz nasim cilem je najit feSeni ve tvaru y = f(x), pokusime se (misto FeSeni metodou
substituce p = ') upravami vyjadiit ¢’ explicitné:

2yy = ((y’)2 - 1) ,

z(y)? —2yy —x =0,

45



(v)" - %y’ ~1=0.

Na tuto rovnici se budeme divat jako na kvadratickou rovnici s nezndmou y’. Rovnici

vyfeSime:
2U 4 (/4% + 4 2
y == @ _Y4 (E) +1.
2 T x

Jelikoz y < 0 a > 0 (viz obrazek 3.18), je smérnice te¢ny kladna a tedy musi byt ¢’ > 0.
Z toho plyne, Ze v rovnici musi byt pfed odmocninou znaménko +. ReSime tedy rovnici

2
y =24 (E) + 1.
T i

Je vidét, 7e tato rovnice je homogenni. PouZzijeme substituci z = £, ze které vyjadiime

y = zx ay = Zx+z. Po dosazeni do rovnice ziskdme novou rovnici, kterou déle upravujeme
na rovnici se separovanymi proménnymi:

dr+z=z+V2241,

dz
—r=Vz2+1,

dx

|5 7=
x 22+1

Integral na levé strané rovnice je trivialni. Integral na pravé strané rovnice byva bézné
uvadén v tabulkach elementarnich integrali, proto zde nebudeme tuto integraci rozepisovat
podrobné, pro jeho vypocet je mozno pouzit substituci v/1+ 22 = t — z. Po integraci
pokrac¢ujeme v Upravach:

z—l—VzQ—l—l’—i-c:ln

z+\/22+1‘+1nec,c€]R,

In|z| =In

In |z| =1In (K-

z+\/22+1’>,K>0,

|m|:K-‘z—|—\/z2—|—1 , K >0,

a:zK-(z—l—m),KeR\{O}.

Po zpétném dosazeni substituce z = £ dile upravujeme:

e=K- (L4 L 1), Ker\{0)
'I' x2 9 )
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r oy [y
Z L1 1. KeR\{0

72 : oy 2 o
Lo 9. T VY Y 1 KeR\{0
K2 K x+x2 x2+ e RAL{0},
T oY 1 K eR\{0)
K2_ K 9 )

P =2Ky+ K=Ky + K), K €cR\ {0}.

Z vyjadienf 2* = 2K (y + %), K € R\ {0} je vidét, ze nami nalezené kfivky jsou soustavou
parabol. Vrchol téchto parabol lezi vZdy na ose y, zaroven lze ale nalézt néjakou takovou
parabolu pro kazdy bod osy y (kromé pocatku [0, 0]). Parametr parabol je K, odkud vzda-
lenost vrcholu od ohniska je %, coz je ale pro kazdou nami nalezenou parabolu soucasné
y-ova souiadnice vrcholu. Z téchto skutec¢nosti plyne, ze ohnisko je pro vSechny ndmi nale-
zené kiivky spolecné [0, 0] (coz je podle nami zvoleného zpisobu formulace zadani zaroven
bod, do kterého se odrazi vSechny paprsky prichazejici do vyduté ¢éasti zrcadla rovnobézné
s osou y). Jelikoz pii zadani vrcholu a ohniska je uréena parabola jednozna¢né (a je pravé
jedna) a zaroven miizeme zvolit kazdy bod na ose y (s vyjimkou pevné zvoleného ohniska),
muzeme zjiSténé zavéry zobecnit. Kazda parabola odrazi svételné paprsky, smétrujici do jeji
duté ¢asti ve sméru kolmém na jeji fidici piimku (neboli rovnobézné s jeji osou), do svého
ohniska. Hledanym tvarem zrcadla ze zadani je tedy obecné parabola.

vvvvv

v letech 214-212 pi. Kr. mél Archimédés z vylesténych §titi obranci sestavovat zrcadla,
kterymi soustiedil slunec¢ni paprsky a zapaloval tak prosmolené lodé obléhateld. |
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3.2 NeresSené priklady

1. Urcete rovnici kiivky, ktera prochazi bodem [0, 0] a jejiz tefna vedena libovolnym
bodem [z, yo] kiivky méa smérnici arcsin z.
2. Ovétte, zda kiivka y = ﬁ ma nasledujici vlastnost:

Obsah trojuhelnika urc¢eného libovolnou tecnou ke kiivce, osou x a kolmici k ose
x vedenou bodem dotyku tecény a kiivky je neménny, rovnéa se jisté konstanté P.

Pokud je tato vlastnost splnéna, urcete hodnotu konstanty P.

3. Ovéite, zda parabola y = 22% — 3z m4 nasledujici vlastnost:

Plocha lichobéznika tvoteného te¢nou paraboly v libovolném jejim bodé [O < z0 < %, yo],
osou z, osou y a pfimkou z = zg je rovna k - 22, kde k je jista konstanta.

Pokud je tato vlastnost splnéna, urcete hodnotu konstanty k.

4. Najdéte kiivky v roviné, jejichz te¢na protind osu y v bodé, jehoz y-ova soutadnice
je o konstantu d vétsi, nez y-ova sourfadnice bodu dotyku tec¢ny. Ktera takova kiivka
prochéazi bodem [1, 2|7

5. Najdéte kiivky v roviné, které maji nasledujici vlastnost:

Pro libovolnou te¢nu plati, ze bod kfivky, kterym je te¢na vedena, je od priseciku
osy y a této te¢ny pétkrat dal nez od osy y (kolma vzdalenost).
Které z téchto kiivek prochazeji bodem [\/Aé , —2] ?

6. Urcete rovnice kiivek v roviné, jejichz libovolnd norméala ma nésledujici vlastnost:
Délka tseCky na ose x mezi pocatkem a prisecikem normély s osou z je rovna
kvadratu z-ové souradnice bodu, kterym je normala vedena. (Pro jednoduchost
pozadujte tuto vlastnost pouze po te¢nach protinajicich osu x v kladné ¢asti.)

7. Najdéte kiivky v roviné, pro které je prusecik libovolné teény s osou y stejné vzdalen
od bodu dotyku i od poc¢atku souradné soustavy.

8. Urcete rovnice vSech kiivek (v rovingé), jejichz libovolna te¢na protinajici pfimku
y = 2z ji protind v bodé, jehoz x-ova soutadnice je rovna dvojnasobku x-ové sourad-
nice bodu dotyku te¢ny. Ktera takova kiivka prochazi bodem [0, 1]7

9. Najdéte kiivky v roviné, pro které je obsah lichobéznika, uré¢eného osami soufadnic,
tetnou ke k¥ivce a kolmici na osu z, vedenou bodem dotyku, konstantni a roven 3a?.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Urcete rovnice kfivek v roviné, jejichz libovolna normala mé nasledujici vlastnost:
Délka tseCky na ose x mezi pocatkem a prisecikem normély s osou z je rovna
aritmetickému primeéru ¢tverci soutadnic bodu kfivky, kterym je normala vedena.
(Pro jednoduchost pozadujte tuto vlastnost pouze po tecnach protinajicich
osu = v kladné ¢asti.)

Najdéte kiivky v roving, které maji nasledujici vlastnost: Usecka vyfata soufadnymi
osami na libovolné teéné k této kiivce ma konstantni délku a. (Pro jednoduchost
pozadujte vlastnost v zadani pouze po te¢nach protinajicich osy soutadnic v jejich
kladnych ¢astech.)

Najdéte kiivky v roviné protinajici kiivku y = Inkx pod thlem ¢ pro libovolnou
nenulovou hodnotu konstanty k.

a) ¢ = %, thel odecitejte v ziporném smyslu,

b) ¢ = 7.
Najdéte kiivky v roviné protinajici parabolu y = ax? pod thlem % pro libovolnou
hodnotu konstanty a.

Najdéte kiivky v roving protinajici paraboly y? = —2z+a pod thlem % pro libovolnou
hodnotu konstanty a. Uhel pricitejte v kladném smyslu.

Najdéte kfivky v roviné protinajici kiivky (z — a)® + y*> = a® pod thlem I pro

libovolnou nenulovou hodnotu konstanty a. Uhel odeéitejte v zaporném smyslu.

Najdéte kiivky v roviné protinajici paraboly y*+ay = x pod ahlem Z pro libovolnou
hodnotu konstanty a.
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3.3 Vysledky nereSenych prikladi

l.y=xarcsinx ++1 —2%2—1
2. vlastnost je splnéna, P = 2

3. vlastnost je splnéna, k = %

4.y =—dln|z| + ¢, c € R, bodem [1, 2] prochazi y = —dIn |x| + 2

5.y =% +c ceR, bodem [%@ —2} prochzeji kitvky y = & — 3,y = £ 3
6. 3y>? =22 - 322 +c,ceR

7. 22 +y* = Ka*, K € R\ {0}

8. y =¥ ceR, bodem [0, 1] 7adna z téchto kiivek neprochézi

9. y =202t R

xT

10. 4> =ce®* — 2%, c€R

[MIN]

11. m%—f—y%:a
12.a) y=a+2Injz —1|+¢,ceR,b)y=—12"+c,ceR
13. 224+ 22 =¢, ¢c> 0

M4 z4+y—2Injy+1=cceR

15. ?%:c,ceR

16.$y:%y3+c,c€]R
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